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PREFAŢĂ 


La sfîrşitul secolului trecut, un matematician italian, Burali-Forti, 
descoperea o contradicţie în teoria mulțimilor : cel mai mare număr ordinal 
nu este cel mai marel 

Acestui paradox i-au urmat altele: paradoxul lui Cantor (publicat 
postum de către Zermelo), paradoxul lui Russell, al lui Richard, al lui 
Zermelo, al lui Grelling-Nelson etc., şi, în sfîrşit, cel mai tulburător dintre 
toate, paradoxul lui Gâdel. 

Apariţia antinomiilor în domeniul celor mai exacte şi riguroase ştiinţe, 
matematicile, a acestor cazuri de teratologie matematică, după expresia 
lui Max. Winter, a zguduit atît fundamentul acestor științe, cît şi al logicii 
şi a creat o criză într-o problemă foarte importantă a fi pula nostru : 
problema fundamentelor matematicilor. 

Ceea ce apare şi mai grav decît descoperirea acestor antinomii este 
poziția luată de matematicieni şi logicieni în această problemă Şi care 
constă, în general, din a accepta o convenție mai mult sau mai puțin artifi- 
cială, în baza căreia paradoxele pot fi evitate, nu soluționate: așa-zisele 
soluţii oferițe pînă acum, inclusiv cea mai interesantă, teoria tipurilor, 
datorată lui Bertrand Russell, sînt toate convenționale, constînd din prin- 
cipii sau axiome restrictive atașate arbitrar logicii clasice, şi care nu permit 
construcția unor expresii susceptibile să degenereze în contradicții. Cu 
aceasta însă, instrumentul logic își pierde caracterul și sensul lui tradițional, 
fiind grevat de aceste convenții, devenind el însuși o convenţie. Faţă de 
poziția adoptată în problema antinomiilor, consecința aceasta era absolut 
fatală şi ea poate fi descifrată în toate soluţiile încercate de logicienii con- 
tempotrani, deşi nu a fost afirmată totdeauna explicit în modul acesta. 
Im der Logik gibt es keine Moral, va scrie Carnap, formulînd „principiul 
toleranței””, şi fiecare poate să-și construiască logica sa cum vrea... O ase- 
menea concepție reduce logica la un cadru simbolic, creat arbitrar, lipsit 
de un sens intrinsec, adică la foarte puțin, dacă nu chiar la nimic. Singurul 
caracter logic pe care îl mai are acest schematism simbolic este acela că nu 
e contradictoriu, dar necontradicţia lui este construită în mod convențional, 
deci în ea însăși nu are nici o valoare. Acceptarea antinomiilor logico-mate- 
matice ca fiind veritabile sau evitarea lor prin convenții de principiu 
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ruinează în mod esențial ideea de logică și o privează de orice semnificație 
epistemologică. În orice caz, speranta de a găsi bazele logice ale matematicii 
este, în condiţiile acestea, pierdută. 

Ceea ce se poate reproşa în primul rînd acelora care au acceptat an- 
tinomiile logico-matematice ca fiind veritabile este faptul că au fost mai 
mult matematicieni decît logicieni și s-au lăsat astfel influențați de metodele 
matematice — excelente, de altfel, la locul lor — , transformâînd logica în- 
tr-o teorie deductivă cu axiome particulare, susceptibile în acest caz să fie 
modificabile. Ideea aceasta nu a aparținut concepției clasice și de la Aris- 
totel însuşi, de-a lungul evului mediu, logicii i s-a rezervat un loc special 
în raport, eu celelalte științe, ea fiind considerată ca „,modul”” oricărei știin- 
țe ; ceea ce logicienii scolastici nu au încetat de a repeta mereu: ron posse 
esse scientiam id quod est omnis scientiae sive doctrinae modus (nu poate fi o 
știință ceea ce este modul oricărei ştiinţe sau doctrine). 

Această poziţie a fost susținută și în timpul nostru, de celebrul logician 
Imdwig Wittgenstein, care în al său Tractatus logico- -Philosophicus a arătat 
că logica nu este o teorie convențională sau nominalistă, ci o reflectare a 
lumii: „„Die Logik ist Reine Lehre sondern ein Spiegelbild der Welt“. 

Este, de altfel, evident că logica nu se poate construi decît în mod aparent 
ca o teorie matematică. cu axiomele şi metodele ei de deducție speciale. 
Într-adevăr, logica trebuie să justifice structura logică a oricărei teorii 
matematice, axiomele, regulile de deducție și teoremele oricărei teorii mate- 
matice ; în caz că ea ar fi una din asemenea teorii matematice, ar trebui 
să justifice şi propria ei structură logică, şi axiomele, teoremele și regulile 
ei de deducție, adică ea ar justifica logic toate celelalte teorii matematice, 
dar o singură teorie matematică, aceea a logicii, ar trebui să se justifice prin 
ea însăşi! Aceasta nn înseamnă altceva decît o justificare în cerc vicios. 

Chiar dacă am fi obligați în fapt să acceptăm această situație, aceasta 
ar arăta că logica are o poziție cu totul specială printre celelalte teorii 
matematice, că ea nu este o teorie matematică ca oricare alta. Amintim 
numai această problemă aici, discuția ei rezervînd-o pentru altă lucrare. 


+ 


Istoria filozofiei a mai înregistrat momente cînd au apărut astfel de 
probleme, de la subtilele argumente ale eleaților la naivele sofisme ale sofiș- 
tilor, de la rafinatele arguțţii ale megaricilor la pedantele exerciții de logică 
ale stoicilor, în sfîrșit, de la antinomiile lui Kant la paradoxele iraționaliş- 
tilor; toate aceste paradoxe au ilustrat însă o poziție particulară a unor 
eînditori sau a unor școli filozofice, dar nu au întrunit niciodată o unanimi- 
tate de voturi și nu au constituit concepția unei epoci. Considerarea para- 
doxului lui Gâdel ca aparținînd inexorabil oricărui sistem logic formal (care 
conține aritmetica) arată că sîntem în prezența unui fenomen intelectual 
cu totul unic și surprinzător, care nu poate fi regăsit niciodată în trecut și 
de aceea apare ca fiind caracteristic epocii în care trăim și mentalicății 
contemporane. 

În această lucrare am pornit de la convingerea că inteligența ci sui aaa 
nu poate să-și făurească singură obstacole reale, că nu se poate delimita 
ea însăși, fără a comite prin aceasta un cerc vicios de principiu. Nu era 
acesta sensul afirmației lui Hegel că dacă cunoașterea și-ar trasa anumite 
limite aceasta ar însemna că am cunoaște mai mult decît ar permite-o aces- 


te limite ? „,Cunoașterea existenței unor asemenea limite — scria Hegel — 
conţine o contradicție, căci dacă ştim ceva despre aceste limite, aceasta 
înseamnă că le-am și depăşit”. 

Am adoptat astfel poziţia clasică, poziţia lui Aristotel, exprimată 
clar în ultima carte a Organon-ului — Despre respingerile sofistice — după 
care orice problemă de felul acesta se reduce la o eroare de logică, şi credem 
că am reuşit să arătăm în mod pur logic în ce constă eroarea şi unde este 
exact locul ei în paradoxele logico-matematice. 

Pentru aceasta am construit noi antinomii de un tip mai general, față 
de care paradoxele cunoscute nu sînt decît cazuri particulare ; am dilatat: 
eroarea, ca să spunem așa, pentru a o face vizibilă și sesizabilă. Nu numai atît, 
dar am putut găsi schema generală după care se pot construi oricîte paradoxe 
voim. Vom observa că soluția este unică și nu necesită decît respectarea 
principiilor logicii clasice ; acestea fiind universale, respectarea lor nu poate 
duce la nici o limitare. 

Soluționarea problemei antinomiilor credem că prezintă, pe lîngă in- 
teresul de ordin teoretic, şi un altul: acela de a întări încrederea în rațiunea 
omenească şi în funcția ei naturală, a cărei caracteristică necontestată este 
libertatea ei, adică puterea ei progresiv nelimitată. 


A. DD: 


| 


TEORIA CANTORIANĂ A MULȚIMILOR 


__ Antinomiile logico-matematice au apărut mai întîi în 
cadrul teoriei mulțimilor, aşa cum fusese creată de Georg 
Cantor. Deoarece în cele ce urmează, atît în formularea 
paradoxelor, cît şi în soluționarea lor, intervin noțiuni din 
teoria mulțimilor, vom reaminti cîteva din ideile de bază 
ale acestei teorii, cu atît mai mult cu cît de la început 
se poate observa caracterul paradoxal al unora dintre 
aceste idei. 

Cantor a acceptat şi formulat unele dintre ideile teoriei 
sale pe baza intuiției directe, fără un control logic și mate- 
matic riguros. S-a crezut astfel că dificultățile ce s-au ivit 
pe parcursul dezvoltării ei s-ar datora tocmai unor defi- 
niții acceptate pe baza intuiției ca indiscutabile, cînd ele 
erau înșelătoare. 

Teoria lui Cantor a fost numită, din cauza aceasta, 
teoria naivă a mulțimilor, ceea ce vrea să însemne o „teo- 
rie intuitivă”. 

După apariția antinomiilor, teoria mulțimilor a fost for- 
mulată cu multă grijă și construită pe alte baze logico- 
matematice, luînd forma unor „sisteme axiomatice”. 

Prin urmare, teoria mulțimilor poate fi înfățișată în 
două moduri: 1) ca o teorie intuitivă: 2) ca un sistem 
axiomatic. 


În acest capitol vom vorbi despre teoria naivă a mulți- 


milor iar despre sistemele axiomatice ale teoriei mulți- 
milor vom vorbi în cap. IV, „Încercări de a găsi o solu- 
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ție”, cînd vom considera sistemele axiomatice ale acestei 
teorii în raport cu problema soluționării paradoxelor. 
Dar chiar în teoria naivă a mulțimilor aşa cum este 
expusă astăzi, unele dintre ideile lui Cantor au suferit 
modificări, după cum vom sublinia mai departe. 

Notiunea de multime. „O mulțime (Menge) — spune 
Cantor [1] — este o reuniune într-un întreg a unor obiecte 
bine determinate și distincte ale intuiției sau gîndirii noas- 
tre, care se numesc elementele mulțimii” 

Deoarece cu această concepție despre mulțime s-a ajuns 
la paradoxe, matematicienii au considerat că este mai 
bine să nu se mai ia noțiunea de mulțime ca o noțiune 
definită, ci ca un element primar al intuiției noastre. Ia- 
tă cum introduce mulțimea, de exemplu, W. Sierpinski 
[1], nemaispunînd nimic despre ce este o mulțime, ci 
dînd doar exemple de formare a unor mulțimi. 

„Multimi. Cu obiecte date putem forma mulțimi. De 
exemplu, cu literele a, b, c putem face o mulțime a aces- 
tor litere”. 

Se notează pe scurt mulțimea formată cu nişte obiecte 
date, cu acolade mici, între care se scriu obiectele respec- 
tive despărțite prin virgule. 

De exemplu, mulțimea formată cu literele a, b, c se 
scrie: (a, b, c). Închizînd obiectele între aceste acolade 
am format o unitate închisă, un obiect nou, care este mul- 
țimea acestor obiecte. 

Elementele multimii. Obiectele cu care se formează o 
mulțime se numesc elementele mulțimii. Elementele mul- 
țHimii (a, b,c? sînt a, b şi ec; elementele mulțimii (1, 

7) sînt 1, 5 şi 7 etc. | 

Dacă toate elementele unei mulțimi sînt date şi le pu- 
nem în evidență, atunci scrierea este aceea de mai sus cu 
acolade. Putem să notăm pe scurt mulțimile prin literele 
mari ale alfabetului: A, B, C, 

Apartenența. Pentru a exprima faptul că un element a 
aparține unei mulțimi M se întrebuințează simbolul „€” 
de apartenență. Scrierea 


lac M 


înseamnă: „a este un element al mulțimii M” sau, mai 
scurt, „a aparține lui M” 


]2 


De exemplu, pentru mulțimea M = (1,7 avem urmă- 
toarele apartentenţe: 


1lcM 
7eM 


Reumunea mulțimilor. Fie n mulțimi, M,, MM, ..., 
M, ; cu elementele acestor mulțimi se poate forma o nouă 
mulțime R, astfel ca oricare element al lui R să aparțină 
cel puțin uneia dintre mulțimile date. 

Mulțimea R se numește reuniunea mulțimilor M,, M;, 
M,, ..., Ma. Simbolul de reuniune este „U”. Avem deci 


R=MUMUMU „.. U Ma 


Intersecthia multimilor. Fie n mulțimi M,, Mz, M,, ..., 
M, ; cu elementele acestor mulțimi se poate forma o nouă 
mulțime I, astfel ca elementele ei să aparțină în același 
timp fiecăreia dintre mulțimele date. 

Mulțimea I se numeşte intersecția mulțimilor M,, M;, 
M,, ..., Ma. Simbolul de intersecţie este „N. Avem deci 


1 =M.N0M.N0M,N...0M, 


Duferenţa a două multim. Mulțimea D a tuturor elemen- 
telor unei mulțimi M, care nu aparțin unei alte mulțimi 
M, se numește diferența mulțimilor date. Diferența mul- 
țimilor M, şi M, se notează cu semnul „—”. Avem deci: 


D=M,—M, 


Mulțimea cu un Singur element. Am spus că formînd o 
mulțime cu anumite obiecte, am construit un nou obiect 
care este complet distinct de obiectele inițiale. Acest lucru 
se poate vedea mai bine examinind mulțimea cu un singur 
element. Fie elementul a; atunci mulțimea formată nu- 
mai cu a este (a!. Elementul a aparține mulțimii (a): 


a € (aj 


Dar nu putem scrie acea, fiindcă aceasta nu are nici 
un sens: nu putem spune că elementul a își aparține lui 
însuşi ca element. 


Mulțimea vidă. Adesea se vorbeşte de mulțimea elemen- 
telor care satisfac o anumită condiție. Se poate întîmpla 
să nu existe nici un element care să satisfacă această con- 
diție. Se spune atunci că mulțimea respectivă este vidă. 
De exemplu, mulțimea tuturor numerelor raționale x care 
satisfac ecuația x” = 2 este vidă. 

Unii autori notează mulțimea vidă cu simbolul A. 

Egalitatea mulțimilor. Două mulțimi sînt egale dacă -fie- 
care element al uneia din mulțimi este un element al celei- 
lalte mulțimi şi invers. Scriem că două mulțimi M și N 
sînt egale, astfel: M=N. 

De exemplu, avem egalitatea următoare între mulțimi 
cu elemente date: 


(a, b, c0=(a, c, b=ic, b, a =fa,b, c, a) 


Aici avem patru moduri diferite de a scrie aceeași mulți- 
me. 

Din această definiție a egalității mulțimilor rezultă că 
dacă două mulțimi M şi N sînt vide, ele sînt egale: M=N. 
De unde putem trage concluzia că nu există decit o sin- 
gură mulțime vidă. 

Multim de multimi. Se pot forma mulțimi de obiecte 
care sînt ele însele mulțimi. De exemplu, să considerăm 
obiectele a, b, c, d şi e. Putem forma cu ele mai multe 
mulțimi ; fie, de exemplu, următoarele două: 


P=(a,b) 
Q = tc, d, e) 


Luiînd aceste două mulțimi P şi Q ca elemente putem 
să formăm o nouă mulțime Z: 


Z =1P, Q) = (a, bj, te, d, ej) 


Mulțimea Z are deci două elemente, P şi Q. Această 
mulțime Z trebuie deosebită de mulțimea formată cu toate 
elementele a, b, c, d şi e. 


T=(a,b,c, d,el 
Elementele mulțimii Z sînt mulțimi, iar elementele mulți- 


mii T sînt obiecte. Mulțimea T are cinci elemente, pe cînd 
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mulțimea Z are numai două. Nici un element al mulțimii 
T nu este element al mulțimii Z (cu toate că elementele 
mulțimii T 'sînt elemente ale elementelor mulțimii Z). 
Numai în anumite cazuri particulare un -element al unui 
element al unei mulțimi date poate fi un element al acestei 
mulțimi. De exemplu, mulțimea 


(a, (a, b) 


are un element al unui element al său. 

Submultimea unei multimi. Dacă fiecare element al unei 
mulțimi M este de asemenea un element al unei alte mulțimi 
N, se spune că M este o submulțime a mulțimii N. Se 
spune atunci că mulțimea M este 2nclusă în N. Din această 
definiție urmează că orice mulțime este o submulțime a ei 
însăși sau este inclusă în ea însăși. Mulțimea vidă este o 
submulțime a oricărei mulțimi. 

Rezultă că mulțimea vidă are și ea o singură submul- 
țime: mulțimea vidă. 

Relația de încluziune (de submulțime) dintre o mulțime 
M și o altă mulțime N se notează cu semnul „, C ”. Deci 


MCN 


înseamnă : „mulțimea M este inclusă în mulțimea N”; 
M este o submulțime a mulțimii N. 

Vom mai observa că se pot construi mulțimi care să 
aibă unele din elementele lor ca submulțimi. De exemplu, 
fie mulțimea B = (a) și mulțimea A = (a, (a). Se pot 
da multe exemple de felul acesta. | 

Iată un exemplu de mulțime non-vidă ale cărei elemen- 
te sînt toate submulțimile ei. Fie mulțimea Z = (A), 
unde A, după cum am spus, este mulțimea vidă. Ea are 
un singur element care este şi submulțime ; mulțimea T = 
= TATA) are două elemente, care, fiind mulțimea vidă, 
sînt și submulțimi ale lui T. Tot așa se pot forma: 


U = A, (A), UAI 


v= (4, 04), ta, 0) 
etc. 
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Multimi fimate şi infimte. O mulțime M se numeşte 
finită dacă există un întreg pozitiv n astfel ca M să aibă 
exact n elemente. O mulțime care nu este finită se numeşte 
infinită. Mulțimea vidă este deci finită. Exemplul cel mai 
simplu de muțime infinită este mulțimea numerelor natu- 
rale: 1], 2, 3, 4, ..., n, 

Echivalența. Dacă elementele unei mulțimi M pot fi 
puse într-o corespondență biunivocă cu elementele unei alte 
mulțimi, astfel ca fiecărui element din M să-i corespundă 
un singur şi numai un element din N şi invers, cele două 
mulțimi se numesc echivalente. 

Semnul de echivalență este „ — ” şi deci echivalența 
mulțimilor M şi N se scrie M — N. 

Multimea complementară. Dacă o mulțime M este o 
submulțime a mulțimii N, adică dacă MC N, atunci mul- 
țimea diferență a acestor mulțimi M—N se numeşte com- 
piementul lui M în raport cu mulțimea N şi se notează 
cu CM. 

Model. Functie. Dacă printr-un procedeu oarecare se 
face să corespundă fiecărui element a al unei mulțimi M un 
singur obiect nou q(a), această corespondență se va numi 
O functie, iar mulțimea M, domeniul de definiție al funcției. 
Dacă noile obiecte e(a) aparțin toate unei mulțimi N, atunci 
ordonarea a —:0(a) se mai numeşte un model al lui M în N. 
Dacă toate elementele mulțimii N sînt întrebuințate fie- 
care cel puțin o dată, atunci mulțimea N se numeşte mul- 
țimea model a funcției p. 

Dacă fiecărui element al mulțimii M îi corespunde un 
singur element şi numai unul singur din mulțimea N și 
invers, avem în cazul aceasta modele inverse. Se vede dar 
că două mulțimi care pot fi puse în această coresponden- 
ță biunivocă, încît. una din ele devine modelul celeilalte, 
sînt mulțimi echivalente. 

De exemplu, se poate face să corespundă oricărui număr 
natural n numărul par 2n. 

În modul acesta s-a constituit modelul mulțimii tutu- 
ror numerelor naturale pe mulțimea tuturor numerelor 
pare. Deoarece corespondența este biunivocă, mulțimea 
numerelor naturale este de asemenea un model al mulțimii 
numerelor pare. Cele două mulțimi considerate sînt echi- 
valente. 


16 


lată această corespondență biunivocă între elementele 
mulțimii numerelor naturale și mulțimea numerelor pare 
(mulțimi echivalente) : 


|. 2.9 seat A 
(A Î 
2 4 6 2n 


Multim numerabile. O mulțime M care este echivalentă 
cu mulțimea numerelor naturale se numeşte o mulțime 
numevabilă. Această definiție înseamnă : mulțimea M este 
numerabilă dacă putem să facem o corespondență biuni- 
vocă între elementele mulțimii M şi numerele naturale. Cu 
alte cuvinte, putem să dăm indici elementelor lui M, ori- 
care element al lui M avînd indicele său și elemente diferite 
avînd indici diferiți. Dacă indicele unui element este n, 
notăm acest element cu a.„. Mulțimea numerabilă M se 
poate scrie atunci: 


M == (a,, ag, A, . .. 3 Ay 


De aici rezultă că orice mulțime finită este numerabilă ; 
numai mulțimi infinite pot fi nenumerabile. 

Un exemplu de mulțime nenumerabilă : mulțimea tutu- 
ror numerelor reale cuprinse între 1 și 2 etc. 

Multime ordonată. O mulţime se numește simplu ordo- 
nată, dacă elementele ei au fost aranjate într-o ordine, după 
un criteriu oarecare, așa ca: 1) dintre două elemente oare- 
care a, şi a; să avem sau a, <a, saua, Ca, sau a, = ag; 
2) relaţiile a, < a, sau a; <a, sau a, = ag, să se excludă 
reciproc ; 3) din a, < az şi a <a, să urmeze a, < az. 

Relația a, <a, nu necesită neapărat o relaţie reală 
între mărimi ; este vorba de anterioritatea unuia din ele- 
mente față de celelalte. 

O mulțime se numește bune ordonată în cazul în care, 
fiind ordonată, există și un element inițial, îie al mulțimii 
însăși, fie al oricărei submulțimi non-vide. 

Exemplu : orice mulțime finită ordonată este bine ordo- 
nată ; şirul numerelor naturale 1, 2, 3, ..., n, ... este 
bine ordonat, fiindcă în oricare submulțime non-vidă există 
un prim element; mulțimea tuturor numerelor întregi 
algebrice: ..., —2, —1, 0, 1, 2, ..., ordonată în ordine 
naturală, nu este bine ordonată. 
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Postulatul alegerii și teorema de bine ordonare. Vom mai 
cita aici două propoziții datorite lui Zermelo, și care au 
provocat o discuție amplă în epoca noastră. 

Zermelo a observat primul că multe raționamente mate- 
matice se bazează pe o presupunere acceptată implicit și 
pe care el a enunțat-o explicit astfel, denumind-o Postu- 
latul alegeri: 

„Pentru orice mulțime de mulțimi non-vide şi neavînd 
nici un element comun există o functie de alegere (Auswahl- 
funhtion), cu ajutorul căreia se obține o submulțime care 
conține cel puțin un singur element al fiecărei submulțimi”. 

Acest postulat a fost enunțat în diverse variante. 

Cea mai importantă consecință a acestui postulat este 
teorema de bine ordonare a lui Zermelo: „oricare mul- 
țime M poate fi bine ordonată” | 

S-au dat pentru această teoremă mai multe demon- 
strații; Zermelo însuşi a dat două demonstraţii. 

Putere sau număr cardinal. „Vom numi putere sau număr 
cardinal al unei mulțimi M — scrie Cantor — noțiunea 
generală pe care. o deducem din M cu ajutorul facultății 
noastre de a gîndi, făcînd abstracție de natura diferitelor 
elemente ale lui M şi de ordinea lor”. 

Definiția aceasta a fost abandonată chiar în teoria nai- 
vă a mulțimilor. Iată ce scrie Fraenkel ([4], p. 59): 

„Desigur, formularea lui Cantor nu poate fi acceptată 
ca o defimție a numerelor cardinale”. Și iată definiția pe 
care o citează Fraenkel și care este, în fond, aceea accep- 
tată astăzi: 

„Numărul cardinal (puterea) al unei mulțimi M este 
mulțimea tuturor mulțimilor care sînt echivalente cu M”. 

Ceea ce este necorect în această definiție nu putea să 
scape lui Fraenkel, căci el adaugă : „Această definiție pare 
întrucîtva paradoxală. Totuși, astfel de definiții sînt astăzi 
lucruri naturale în matematici”. ȘI Fraenkel mai observă 
încă : „Pe de altă parte, mulțimea tuturor mulțimilor echi- 
valente cu M poate să implice antinomii dacă nu sînt 
luate anumite precauţii” 

Vom vedea mai departe care sînt aceste antinomii. 
Vom spune însă de pe acum că exigenţele unui logician 
nu sînt satisfăcute în aceste definiții „naive” şi Fraenkel 
însuși recunoaște acest lucru [4]. 
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Din definiția de mai sus rezultă: 

„Mulţimile M, şi M, ver avea acelaşi număr cardinal 
dacă sînt echivalente, adică dacă M, —M,;. „Altfel, numerele 
lor cardinale sînt di ferite” 

Vom mai menționa faimoasa teoremă a lui Cantor asu- 
pra numărului cardinal al mulțimii formate cu submul- 
țimile unei submulțimi date: 

„Mulțimea tuturor submulțimilor oricărei mulțimi date 
M are o putere (număr cardinal) mai mare decât mulți- 
mea M”. SR: 

ȘI aici matematicienii au observat că s-a introdus ceva 
neclar, fiindcă Zermelo a fost obligat să introducă o axio- 
mă de existență, şi anume: 

„Mulțimea tuturor submulțimilor unei mulțimi date M 
există” 

Noi vom arăta în capitolul ultim.al acestei lucrări 
(„Concluzii”) în ce constă eroarea de logică pe care o cu- 
prind implicit astfel de propoziţii. 

Cu noțiunile inițiale, Cantor a putut să cz isa 3) într-un 
mod foarte general operațiile cu numere întregi: adunare, 
înmulțire, ridicare la putere, comparație etc. 

Numerele cardinale transfimite. Trebuie să spunem că 
ideea inițială de la care a pornit Cantor în elaborarea 
teoriei sale — care a luat pe parcursul dezvoltării ei un 
aspect mult mai vast şi complex — a fost lămurirea ideii 
de infinit în matematici, care la epoca cînd scria Cantor 
era o idee destul de controversată. 


Am văzut ce numește Cantor putere sau număr car- 
dinal. Ea avea avantajul unei intuiții „naive” şi nu consti- 
tuia o definiție vicioasă. Definiția numărului cardinal ca 
mulțime de mulțimi echivalente apare oricui bizară şi în 
orice caz artificială și noi vom arăta pentru ce (în capito- 
lul final). 

Numărul 1 va fi mulțimea tuturor mulțimilor cu un 
singur element (mulțimi echivalente între ele); numărul 
2 va fi mulțimea tuturor mulțimilor cu-două elemente fie- 
care ; etc. | | 

Șirul numerelor naturale sînt dar puterile mulțimilor 
finite 


je Dare 


Lo) N, 


19 


Să considerăm mulțimea formată din toate numerele 
cardinale (deci o mulțime de mulțimi); puterea acestei 
mulțimi infinite, care este bine definită, este notată de 
Cantor cu Ro (Aleph zero): este primul număr transfimit sau 
cel mai mic cardinal transfinat. 

Numărul cardinal transfinit R, se bucură de următoa- 
rele proprietăți, a fiind un număr finit: 


No>a 

Rola No 
No -F No = No 
A - No — No 
No : No = No 


Cu ajutorul exponențialelor se pot defini alte numere 
transfinite, puteri ale unor mulțimi mult mai vaste decit 
aceea a numerelor naturale şi astfel Cantor crede că poate 
gîndi o serie de numere cardinale transfinite, distincte în- 
tre ele, seria Aleph-ilor: 


No Ni N... 


Numere ordinale. Să introducem acum noțiunea de număr 
ordinal. Am văzut ce înseamnă ordonarea simplă a unei 
mulțimi M. Cantor definește astfel Hpul ordinal: „este no- 
țiunea generală care rezultă din M cînd facem abstracție 
de natura elementelor lui M, dar nu şi de. ordinea lor de 
succesiune” 

Astăzi, tot în cadrul teoriei naive a mulțimilor, această 
definiție este înlocuită prin alta. Se introduce mai întîi 
ideea de asemănare între mulțimi. Două mulțimi echiva- 
lente se numesc asemenea, dacă elementele lor corespund 
în mod biunivoc şi în ordinea fiecăruia dintre ele. În acest 
caz şi numai în acest caz, ele au și aceeăși putere și același 
tip ordinal. 

Tipurile ordinale ale mulțimilor finite sînt numerele 
ordinale finite; ele sînt egale cu numerele cardinale finite 
respective. 

Dacă considerăm însă mulțimile infinite, problema nu 
mai este atît de simplă. De exemplu, puterea mulțimii 
numerelor. naturale este %y, dar aceasta este și puterea 
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numerelor raționale, fiindcă se poate stabili o corespon- 
dență biunivocă între numerele întregi şi numerele rațio- 
nale inferioare lui 1. Cu alte cuvinte, mulțimile infinite 
de aceeași putere pot avea tipuri ordinale diferite. 

Să considerăm un exemplu. Numerele raționale de for- 


ma P pot fi ordonate după mărime, de exemplu, după va- 


loarea sumei termenilor p + q; într-o altă ordonare putem 
să le aranjăm în ordinea mărimii lor crescătoare etc. Pri- 
mul mod de ordonare al numerelor raționale ne dă se- 
ria : 

1 1 1 2 1 3 


2 
a 5 


i i el: Su a 

Ordinea în care sînt aranjate numerele raționale în 
mulțimea numerelor raționale defineşte un tip ordinal, 
notat de Cantor cu vw. 

Al doilea mod de ordonare definește însă, după Cantor, 
un alt număr ordinal, notat de el cu n. Cele două tipuri 
ordinale diferă unul de altul. Nu vom urmări această 
chestiune mai departe, dar se vede că tipul ordinal al unei 
mulțimi infinite depinde de ordonarea ei. 


A - 


Am citat doar cîteva din noțiunile de bază ale teoriei 
mulțimilor, numai atît cît poate să aibă o legătură cu pro- 
blema paradoxelor logico- matematice. În fața contradic- 
țiilor provocate de ideile „naive” ale teoriei mulțimilor, 
matematicienii nu au tras concluzia că asemenea idei tre- 
buiau cu necesitate să conțină germenul paradoxelor, ci 
„că trebuie luate anumite precauții”, anumite „măsuri de 
pază”. Aceste măsuri nu sînt impuse, în general, decît de 
temerea de a nu da peste contradicții. Iată, de exemplu, 
ce scrie van der Waerden ([1], p. 3): „Ne păzim totuși 
să alcătuim noțiuni ca «mulțimea tuturor mulțimilor» și 
altele de acelaşi fel, fiindcă acestea dau loc la contradicții” 

Matematicienii şi-au dat seama că oricît ar încerca să 
distileze noțiunea de „mulțime”, ea nu poate forma o bază 
sigură pentru construcția teoriei mulțimilor, teorie la care 
totuşi nu se poate renunța, date fiind cele mai multe din 
rezultatele ei indiscutabile. 
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Iată ce scrie Fraenkel ([5), p. 19): 

„Antinomiile arată că conceptul naiv de mulțime, după 
cum apare în «definiția » lui Cantor, şi cele:mai generale 
concluzii derivabile din el nu pot forma o bază satisfă- 
cătoare pentru teoria mulțimilor şi mult mai puțin pentru 
matematici în întregul lor”. 

Vom vorbi mai departe despre aceste „antinomiu” și 
despre „sistemele axiomatice” care au fost construite ca un 
remediu. și o reconstituire a teoriei mulțimilor pe baze strict 
logico-matematice. Din primul moment (adică începînd 
cu Zermelo, 1908), noțiunea de mulțime a fost supusă unor 
restricții axiomatice, unor delimitări matematice riguroase, 
așa că pînă la sfîrşit nici nu se mai ştie dacă ceea ce numim 
mulțime mai este totuşi o mulțime. Într-adevăr, pentru a 
da un exemplu numai, în sensul acesta, iată ce scrie Bour- 
baki ([1], p. 60) despre mulțime: 

„Din punctul de vedere naiv, multe entități matematice 
pot fi considerate colecții sau mulțimi de obiecte. Noi nu 
vom căuta să formalizăm această noțiune şi, în interpre- 
tarea 'formalistă a ceea ce urmează, cuvîntul «mulțime» 
trebuie considerat ca riguros sinonim cu «termen »; în 
particular, fraze ca «fie X o mulțime » sînt, în principiu, 
total superflue, pentru că orice literă este un termen” 

Cu alte cuvinte, mulțimea este o literă sau un termen 
care se supune unor anumite reguli de calcul.. 


II 


" ELEMENTE DE LOGISTICĂ 


În cursul lucrării noastre vom avea nevoie de cîteva 
noțiuni elementare de logică matematică, pe care ne vom 
permite să le prezentăm cititorului. Menţionăm că nu facem 
o expunere sau o introducere în logica matematică, ci nu- 
mai o prezentare simplificată a cîtorva capitole din această 
disciplină, şi anume: 1) calculul propozițiilor; 2) funcții 
propoziționale ; 3) calculul claselor. 

Vom reduce această expunere la ceea ce este strict necesar 
în dezvoltarea studiului nostru, urmărind în general, sis- 
temul. lui Russell din Prncspra Mathematica. 


1. Calculul propoziţional 


Constante și variabile. Logica matematică sau logica sim- 
bolică sau logistica utilizează, în locul cuvintelor și propo- 
zițiilor care 'se pot forma cu ele, semne. Unele semne pot 
reprezenta ceva determinat, cînd ele se numesc ,„,constan- 
te”, și alteori, ceva nedeterminat, în care caz se numesc 
„variabile”. 

Variabile propozitionale. În calculul propozițional, pro- 
pozițiile sînt considerate ca unități, fără să ne intereseze 
conținutul eventual pe care ele l-ar putea avea. Ele se no- 
tează pe scurt cu litere: p, q, r, ..., care se numesc varia- 
bile propoziționale. Aceste variabile pot lua două valori: 
adevărul (notat pe scurt A) și falsul (FE), care se numesc 
valori de adevăr. 
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Funcţii de adevăr. Cu variabilele propoziționale se pot 
forma complexe logice, în care propozițiile p, q, r, ... sînt 
legate prin constante logice, corespunzătoare conjuncțiilor 
din vorbirea obişnuită şi cu care se formează fraze. De 
exemplu, compusul logic „p sau q” înseamnă: sau prima 
propoziție este adevărată, sau a doua, sau amîndouă. 
Cum în logica formalizată, variabilele p şi q pot să ia două 
valori fiecare, A şi F, adevărul sau falsitatea expresiei 
compuse „p sau q” nu depinde decît de adevărul sau fal- 
sitatea variabilelor componente. După definiție, „p sau q” 
este adevărată dacă cel puțin una dintre variabile este 
adevărată, deci putem avea următoarele patru posibilități, 
cum arată tabelul de mai jos: 


pd |„psauq' 


IL. A A A 
2 F A A 
3. A F A 
4 F F F 


Se vede că putem determina adevărul sau falsitatea 
expresiei „p sau q” numai în funcție de adevărul sau fal- 
sitatea variabilelor p și q. Valoarea de adevăr a expresiei 
„p sau q” nu depinde de conținutul propozițiilor p şi q, 
cl numai de valoarea lor de adevăr; de aceea, expresia „p 
sau q” se numeşte o. funcție de adevăr. În același mod se 
pot construi expresii mai complicate sau mai simple, în 


care variabilele p, q, r, ... vor fi unite prin conjuncții 
diferite — constante logice — şi ele vor fi toate funcții 
de adevăr. 

Semnul de defimție este simbolizat prin „=”, în dreptul 
căruia se pune „Def.” (sau „= pr). Expresia din dreapta 


semnului de definiție se numește defrnienș şi expresia din 
stînga, definiendum. 

Carnap ([3], p. 7) spune că definițiile servesc numai pentru 
abrevieri şi nu sînt principial necesare. Vom discuta afir- 
mația aceasta mai departe. 

Pumctuația. Pentru a despărți diversele părți ale unei 
expresii logice formale se întrebuințează un punct, două 
puncte, trei puncte etc. Puterea unui punct se întinde pînă 
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unde intervine un număr de puncte egal sau mai mare. 
Se pot întrebuința, de asemenea, paranteze în locul punc- 
telor. 

Cîteva funcții de adevăr. Vom introduce acum cîteva 
funcții de adevăr de care vom avea nevoie în construirea 
calculului propozițional. 

aj) Negația este simbolizată de semnul FE zu. care 
— pus în fața unei variabile propoziționale — îi schimbă 
valoarea de adevăr: — p se citește „non- Du 
Propoziția p putînd lua două valori, A şi F, avem urmă- 
torul tabel, care arată valorile corespunzătoare pentru 
-p față de p: 


E 8 in: 
Al F 
F| A 


b) Disjuncţia logică este aceea deja mențio- 
nată mai sus: „p sau q”. Simbolul pentru constanta logică 
„sau'' este semnul „v”. Tabelul a aratat că funcția de 
adevăr „pv q”, disjuncția logică, este falsă numai în ca- 
zul cînd ambele variabile sînt false. 

c) Conjuncţția logică „p şi q” este o funcție 
de adevăr care este adevărată dacă p şi q sînt simultan 
adevărate; deci dacă cel puțin una dintre ele este falsă, 
„p şi q” este falsă. Simbolul constantei logice „şi” este 
un punct, „.. Deci „p.q”. înseamnă „p şi q”. (Conjuncţia 
„ŞI” se mai notează cu semnul „&”. 

Tabelul următor arată cum corespund valorile lui 
„p.q” în raport cu valorile de adevăr ale variabilelor p şi q: 


p q p.d 
IL. A A A 
2 E A F 
3. A F F 
4. F F F 


d) Implicația logică este definită de Russell 
ca fiind o funcție de adevăr care este adevărată dacă sau 
prima propoziție este falsă, sau a doua este adevărată. Cu 
alte cuvinte, dacă p implică gq, nu poate fi cazul ca prima 
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să fie adevărată și a doua falsă: o propoziție adevărată nu 
poate implica una falsă. Semnul de implicaţie este „D” şi 
deci „p implică q” se scrie: pDq. 

Conform definiției lui Russell, avem: 


pDq.=.—pvqg Def. 
Implicația este definită cu ajutorul negației şi al dis- 


juncției logice. Tabelul corespunzător este: 


pla |pda 


IL. A A A 
Da E A A 
3. A F F 


4 F F A 


e) Echivalenţța logică. Dacă două propoziții 
p și q sînt simultan adevărate sau simultan false ele se numesc 
echivalente. Simbolul de echivalență este „=” şi deci „p 
echivalent cu q” se scrie: p= q. Russell a arătat că această 
definiție nu înseamnă altceva decît că p D q şi în același 
timp q D p, adică cele două propoziţii echivalente se im- 
plică simultan reciproc: 


= 9. =opr:pD94.9Dp 


. Tabelul următor arată valorile de adevăr ale echivalenţei 
în funcție de valorile de adevăr ale argumentelor: 


p q |p=a 


IL AA A 
2. F A F 
3. ALE F 
4. F F A 


Se pot construi mai multe funcții de adevăr cu două 
argumente. Cîte? Wittgenstein [1] a arătat că se pot con- 


strui 92 — 16 asemenea funcţii, dar nu toate sînt indepen- 
dente, ci unele se pot exprima cu ajutorul celorlalte. Am 
şi văzut că implicaţia și echivalența: se pot defini cu ajutorul 
celorlalte. 
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Tautologia. Există anumite funcții de adevăr care 
rămîn în permanență adevărate, al căror adevăr nu depin- 
de deci nici de conținutul ce s-ar atribui variabilelor com- 
ponente şi nici de valoarea lor de adevăr. 

Asemenea expresii se numesc tautologii, după denumirea 
dată de Wittgenstein. De exemplu, expresia 


-PVvPp 


spune ; sau p este fals, sau p este adevărat, care este princi- 
piul terțului exclus. Un tabel ne arată că orice valoare de 
adevăr ar lua variabila p, expresia —p vp rămîne adevărată 
totdeauna, fiindcă una din propoziții va fi sigur adevărată: 


P | -P| ve 
ALEI A 
FlLA| A 


În acelaşi mod, expresia următoare este o tautologie: 


q.2.pvq 


Orice propoziție q implică disjuncția pvq. Tabelul ne 
arată imediat că această formulă logică rămîne în permanen- 
ță adevărată, orice valoare de adevăr ar lua propozițiile 
componente (și orice conținut): 


p pvq|q.D.-pvqg 


aa 
AlAIA 
FILIALA 
ALEA 
F 


o poi 
PPP 


F F 


Formula considerată este deci o tautologie. 

Un alt caz extrem al funcțiilor de adevăr sînt contradic- 
puiule. 

Există expresii logice care rămîn în permanență false, 
orice valori de adevăr ar lua variabilele componente (şi deci 
orice conținut). 
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De exemplu, formula 


-P.P 


este o contradicție, adică o propoziție falsă totdeauna, 
cazul opus tautologiei. Tabelul ne arată imediat acest 
lucru : 


d îi i dl 
ALEI FE 
FIA | E 


Oricăre ar fi valoarea de adevăr a lui p, —p.p este 
falsă. În acelaşi mod se pot construi o mulțime de con- 
tradicții. 

Semnul de aserțiune. O propoziție poate fi numai con- 
siderată sau afirmată. De exemplu, propoziția „Cezar a 
trecut Rubiconul” este o propoziție considerată. Dacă însă 
spunem : „propoziția «Cezar a trecut Rubiconul» este 
adevărată”, atunci am afirmat această propoziție. Semnul 
de aserțiune, introdus numai pentru această distincţie, 
este „—”. În formulele logice, propoziţiile sînt numai con- 
siderate, fiindcă ele pot fi adevărate sau false. De exemplu, 


-.pDaq 


înseamnă : este adevărat că p implică q, dar p și q pot să fie 
adevărate sau false ; nu ele sînt afirmate, ci implicația lor. 
Semnul de aserțiune nu este un simbol logic necesar; noi 
îl vom păstra însă pentru mai multă precizie. 

Reguli de deducție. Regulile de deducție (de care ne 
vom servi aici) sînt în număr de trei: 

a) Regula substituției: în orice formulă logică 
adevărată (tautologie) se pot substitui în locul variabilelor 
orice alte expresii propoziționale, cu condiția ca o variabilă 
să fie înlocuită pretutindeni în formulă cu aceeaşi expresie 
simbolică, şi se obține tot o tautologie. 

b) Regula modus ponens: dacă o implicaţie este 
adevărată şi primul ei membru este adevărat, atunci și al 
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doilea membru al implicaţiei este adevărat (conform defi- 
niției implicaţiei). Simbolic se scrie această regulă astfel: 


--podq 
- -p 
--q 


c) Regula de înlocuire (Rule of Replacement): în 
orice formulă adevărată (tautologie) o expresie propoziţio- 
nală poate fi înlocuită printr-o altă expresie propozițională 
dacă ultima expresie este echivalentă cu prima. Această 
regulă are asupra regulii substituției avantajul că nu este 
necesar ca expresia nouă, care este substituită celei vechi 
în tautologie, să fie substituită pretutindeni în formula 
adevărată ; însă ea cere o condiție în plus, şi anume ca mai 
întîi să se stabilească echivalența acestei expresii cu: aceea 
pe care o înlocuiește, ceea ce nu se cere în regula substituție. 

Construcha logicii formale. Pentru a construi teoria 
logicii formale, ca o teorie deductivă matematică, Russell a 
avut nevoie de noțiunile primitive (nedefinite) de varia- 
bilă propozițională, de negație, „—” și de disjuncţie „v”. 
L,uînd apoi un grup de cinci axiome, care sînt tautologii, 
el izbutește să deducă cu ajutorul regulilor de deducție, 
din ele, teoremele logicii. Nicod [1] a arătat că se poate 
reduce numărul propozițiilor primitive la patru, ba chiar 
că se poate reduce la una singură (însă incomodă). Iată 
cele patru axiome ale sistemului lui Russell, date de Nicod: 


Ali e Dep ya 
A2-:pvp:2-p 
A3-:pvqg:D -qvp 
AMbk-::-qvr. D:pvq-:D-pvr 
Se poate constata că toate patru axiomele sînt tautologii 
făcînd tabelul respectiv pentru fiecare, ca mai sus. 


Din acestea se deduc tautologii mai mult sau mai puțin 
complicate. Nu este cazul să menționăm aici decît că princi- 
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piile logicii clasice devin în logica lui Russell teoreme de- 
monstrate (tautologii). Iată aceste principii, precum și cîteva 
dintre aceste teoreme: 


TI =: —pvp (principiul terțului ex- 
clus) 

T2 -: -(p: =p) (principiul  contradic- 

ției) 

T3 =. -(-p)=p (principiul dublei ne- 
gații) 

T4 -:.pDq-qDr:D:pDr (principiul silogismu- 
lui) 

T5 k-:pDaqg:D- —-q9D-p (principiul transpozi- 
ție) 

T6 -:pD-p-D--p (principiul reductio ad 
absurdum) 

T7 Fi:pvp:=-p (principiul tautologiei) 

T8 F-:p=q:-=.--(p=—q) | 

T9 -:p=q-:p-qv-p--q: 

TIOF- :-(p=-p) 


2. Funeţii propoziţionale 


În paragraful precedent am considerat propoziţiile 
ca unități şi ceea ce ne-a interesat au fost relațiile dintre 
propoziții realizate prin aşa-numitele „constante logice”. 

Să intrăm acum în structura unei astfel de propoziții. 
Fie, de exemplu, propoziția „Socrate este muritor”. Aici 
se distinge un subiect care are un predicat sau, mai general 
spus, un individ care are o proprietate. Vom exprima lucrul 
acesta, în mod foarte general, astfel: fie un obiect x (varia- 
bil) care are o proprietate f, adică „x este f”. Cînd înlocuim 
variabila x cu valori date x = Socrate, x = Platon, x = 
— Aristotel etc., iar f = muritor, obținem propozițiile: 
„Socrate este muritor”, „Platon este muritor”, „Aristotel 
este muritor” etc., adică pentru fiecare valoare dată a lui 
x şi pentru f dat, se obține o propoziție (adevărată sau 
falsă). Expresia „x este muritor” sau, mai general, „x este 
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f”, care devine pentru fiecare valoare dată a variabilei 
o propoziție, se numește o funcție propozițională. 

Russell [2] definește funcția propozițională astfel : 
„O funcție propozițională este o expresie conținînd unul 
sau mai mulți constituenți nedeterminați, așa, că atunci 
cînd valorile lor sînt date, expresia devine o propoziție” 
Funcția propozițională „x este f” se notează pe scurt ca 
în matematică cu f(x). Variabila x se numește argumentul 
funcției. Totalitatea valorilor care, puse în locul lui x (de 
exemplu, cum a fost în cazul precedent, Socrate, Platon, 
Aristotel. ..), fac să se transforme funcția propozițională 
într-o propoziție se numește domeniul de valori ale ar- 
gumentului. 

În rezumat: o propoziţie este o expresie care este ade- 
vărată sau falsă ; o funcție propozițională este o expresie 
conținînd variabile și care, pentru valori determinate ale 
variabilelor, devine o propoziție (adevărată sau falsă). 

În ceea ce urmează nu vom avea nevoie decît de funcţii 
propoziţionale cu un singur argument, de forma f(x). 

Dacă funcţia propozițională este dată, cum a fost „x 
este muritor”, atunci se întrebuințează în mod obișnuit 
litere latine pentru scrierea lor: 


î(=), gs), ns), 
Dacă funcția propozițională este variabilă, cum ar fi 


„X este e”, pentru scrierea unor asemenea funcții propo- 
ziționale se întrebuințează litere grecești: 


(x), vo), 1), 

Deoarece uneori, atribuind la întîmplare o valoare ar- 
gumentului unei funcții propoziționale, s-a dat peste o pro- 
poziţie care nu poate fi declarată adevărată sau falsă, Rus- 
sell, și după el toți logicienii, au trebuit să limiteze valorile 
admisibile pentru argumentul unei funcții propoziționale. 
Aşa a apărut teoria tipurilor, precum şi alte teorii, despre 
care nu vom vorbi aici, ci cînd va fi vorba de încercările 
de soluționare a paradoxelor și cînd vom face critica lor. 

Propozitii generale și existențiale. Dintr-o funcţie propo- 
zițională f(x) putem obţine o propoziție pe două căi: 
1) sau înlocuind argumentul cu o valoare constantă x =a 
și căpătind f(a); 2) sau prin cuantificare. 
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Cuantificarea se face cu ajutorul operatorului de genera- 
lizare sau cu ajutorul operatorului existential. Dacă plecăm 
de la funcția propozițională f(x) şi spunem „f(x) pentru 
toți x”, cu alte cuvinte că f(x) ia valoarea de adevăr „ade- 
vărat” pentru oricare valoare a argumentului x, am obținut 
o propoziție generală, care se scrie astfel: 


(x) -f(x) 


Simbolul (x) se numește „operatorul de generalizare” 
și transformă o funcție propozițională într-o propoziţie 
generală, care poate fi afirmată [funcția f(x) nu poate fi 
afirmată |]. 


Operatorul de existență se notează cu simbolul (2) 
pus înaintea unei funcții propoziționale ; scrierea 


(Ax) - f(x) 


ne duce la o propoziție“ de existență și înseamnă : „f(x) nu 
este fals pentru toți x”, sau încă „există cel puțin un x 
pentru care f(x) este valabilă”. 


Rezultă că avem prin definiție: 


(x) :f(0) - = pr — (a) —E0)] 


Ceea ce înseamnă: „f(x) uneori” este același lucru cu 
„este fals că pentru toți x, f(x) este falsă”. 


Să considerăm două funcții propoziţionale variabile 
p(x) şi vV(x) ; dacă prima implică pe a doua, oricare ar fi x, 
atunci scriem : 


(x) -e(x) 2 v(>) 


Aceasta este o implicație generală și se citeşte: „dacă 
(x x) este valabilă, atunci și V(x) este valabilă, oricare ar fi 
x”. Se mai scrie lucrul acesta şi sub forma : 


p(x) Da V(x) 


Același lucru în ceea ce privește echivalența. Expresia 
(=) : pls) = v(a) 
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insea ună : „pentru oricare x, q(x) este echivalent cu 
V(x)”. Se mai poate scrie acest lucru şi astfel: 


9(3) = v(x) 


Deoarece (x) . î(x) și (Ax) . f(x) nu reprezintă decît 
aparent funcții propoziționale, şi ele sînt în fapt propoziții, 
x este o variabilă aparentă sau, cum se mai numeşte, o 
variabilă legată. Într-o funcție propozițională f(x) intervine 
însă o variabilă reală sau liberă. Se găsesc exemple în mate- 
matici de astfel de variabile aparente (legate). În orice in- 
tegrală definită, 


( fec)ăx, 


a 


variabila este aparentă (legată), căci valoarea acestei expre- 
sii este o constantă. 


3. Clase 


Am văzut ce este o mulțime sau o clasă. Să presupunem 
că avem o funcție propozițională (x); valorile lui x care 
satisfac această funcție au toate o proprietate comună 
(predicatul e) și ele formează o clasă, care se notează sim- 
bolic astfel : 


x (px) 


Oricare valoare particulară x = a, care verifică func- 
ţia e(x), aparține acestei clase. Vom nota apartenența unui 
element a la o clasă prin semnul €, ca și în teoria mulți- 
milor. Aşadar, 


a € X (px) 


înseamnă : „a este un element dintre acelea pentru care 
funcția (x) devine adevărată”. Prin definiție, avem deci: 


a€ x(ex). =. (a) Def. 


Li 


Sau, în general, 
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z€ *(0x). = o(z) Def. 
Tot astfel, dacă un element z nu aparține clasei X(px), 
el nu face adevărată funcția noastră. Întrebuințînd semnul 
de negație, putem scrie: 


z — e X(px). =. — (2) Def. 


„Dacă z nu aparține clasei determinate de (x), aceasta 
înseamnă că q(z) este falsă”. 
Dacă două funcții-e(x) şi v(x) sînt echivalente în mod 


general, adică dacă avem 


ea d 
e(3) —x 7(3), 
aceasta nu poate să însemne decît că ele sînt satisfăcute 
de aceleași valori, deci că ele determină aceleași clase. Cu 
alte cuvinte, putem scrie: 


P(x) a V(x) =: 2(07) = 2(y7) 


Echivalența universală a funcțiilor e(x) şi wW(x) echi- 
valează cu egalitatea claselor determinate de ele. 

Din ceea ce am spus pînă acum, rezultă că o funcție 
f(x) (cu un singur argument) definește o clasă: clasa ele- 
mentelor care au predicatul f. De aceea se mai spune că o 
clasă este sfera sau extensiunea unui predicat (Carnap [1], 

18). 

Fiind dată o funcție f(x), toţi x care o verifică formează 
o clasă, pe care să o notăm cu «a: 


a = X(îx) 


Toţi x care nu verifică această funcție formează clasa contra- 
ră lui «; după notația lui Russell (care este aceea a lui 
Peano), ea se notează cu —a. Aşadar, „—a” este clasa tu- 
turor acelor x care nu verifică f(x): 


— a = = X(fx) 


A spune că un element x aparține clasei — « înseamnă 
acelaşi lucru cu a spune că el nu aparține clasei «; 


$ XE — 09. —.xX—cu Def. 
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Mai putem exprima lucrul acesta și astfel: „este fals că x 
aparține clasei «" 


XE — a: =: —(xea) Def. 
Prin urmare, notaţiile 
XE — o 
Xx—€au 
— (xe a) 


„reprezintă același lucru. 

Vom menționa încă relațiile dintre clase (despre care 
am mai vorbit la teoria mulțimilor). Mai întîi se pot forma 
și clase de clase. Un exemplu concret este următorul: Orga- 
nizația Națiunilor Unite conține ca membri națiunile en- 
pleză, rusă, franceză, americană etc. Clasa francezilor este 
un membru al clasei Națiunilor Unite, dar un cetățean 
francez, care este un membru al clasei francezilor, nu este 
membru al clasei Naţiunilor Unite. 

Clasa M, formată cu toate elementele a două clase « 


și 6, este reuniunea claselor a ȘI f, ca şi în teoria mulțimi- 
lor : 


M=ecUf 


Clasa M a elementelor comune a două clase « și f este 
conjunctia claselor a şi f: 


M==NB 


O clasă a poate să aibă toate elementele ei printre ele- 
mentele altei clase 6; în acest caz clasa a este znclusă în 
clasa f: 


a C f 


Avem următoarele definiţii : 
—:- a CB: =pxea: Daxef 


„Dacă oricare ar fi x, x aparține clasei a implică x aparţine 
lui Ș, aceasta înseamnă că « este inclus în 6” 
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—:.2 158 —pex(xea- xef) 


„Clasa tuturor acelor x care aparțin clasei « și în același 
timp. clasei f este intersecția claselor a și 6” 


_=:.2U PB =prx(xea: v: xef) 


„Clasa tuturor acelora care aparțin clasei « sau clasei fȘ 
este „reuniunea claselor a și PB”. 

Dintre teoremele stabilite în Princspra Mathemahca, 
în legătură cu noțiunea de clasă, vom menționa aici numai 
două, anume cele două forme silogistice ale primului mod 
al primei figuri, în Barbara: 


TILL: CAP Eye Day 
TI2 =—:aCf.xea. D-xeb 


Silogismul Tll spune: dacă clasa « este inclusă în 
clasa f şi în același timp B este inclusă în clasa y, atunci 
clasa « este inclusă în clasa y. (Toţi grecii sînt oameni, oa- 
menii sînt muritori, deci toți grecii sînt muritori.) 

Silogismul T12 spune: dacă clasa « este inclusă în cla- 
sa f şi în același timp x aparține clasei a, atunci x aparține 
clasei f. (Socrate este om, toți oamenii sînt muritori, deci 
Socrate este muritor.) î 

Defimbhe şi idenhtate. In cele ce precedă, am utilizat 
semnul „=** ca semn logic de definiție. Acelaşi semn este 
întrebuințat ca semn de identitate. Definiția semnului de 
identitate este următoarea : 


x = Yy: =: (e): e(x) Doe(y) Det. 


Cu alte cuvinte, x este identic cu y dacă, oricare ar fi 
proprietatea pe care o are x, y, are şi el această proprie- 
tate. Sau încă: x este identic cu y dacă toate proprietăţi- 
le lui x sînt şi ale lui y. Se vede că semnul de definiție (în 
dreptul căruia este scris totdeauna Def.) nueste definit 
el însuși, dar semnul de identitate este definit. Neidentitatea 
dintre x și y se scrie: 


X=Y 


36 


"Russell serie, prin definiţie: 


XI Se Yo pa (00 5) Def. 


w 


Formalizînd logica, așa cum am arătat mai sus, Russell 
a creat un instrument de precizie şi rigoare matematică, şi 
a crezut că poate realiza programul logicist al lui Frege, de 
a funda matematicile pe logică și pe noțiunea logică de 
clasă (mulțime). EI s-a izbit însă de dificultăți mari, între 
care cea mai importantă este apariția antinomiilor în chiar 
acest formalism logic. Cu toate perfecționările aduse ul- 
terior, logica matematică, ca și teoria mulțimilor, nu a 
putut evita apariția paradoxelor decit prin introducerea 
unor convenții, după cum se va vedea în expunerea care 
urmează. 


II 


PARADONELE)LOGICO-MATEMATICE 


1. Paradoxul lui Burali-Forti 


Matematicianul italian  Burali-Forti [l) a  publi- 
cat în anul 1897 o antinomie pe care a întîlnit-o în 
teoria mulțimilor. Burali-Forti a expus acest paradox 
utilizînd mijloace formale, în speță,aparatul logicii sim- 
bolice, aşa cum ea fusese constituită de Peano şi şcoala: 
italiană. 

Acest paradox se poate formula în felul următor: se 
demonstrează în teoria mulțimilor că: 1) orice serie de nu- 
mere ordinale defineşte un număr ordinal; 2) acestnumăr 
ordinal este mai mare cu o unitate decît cel mai mare număr 
ordinal al seriei date ; 3) seria ordinalelor (în ordinea mări- 
mii lor) este bine ordonată. Să considerăm acum seria tu- 
turor numerelor ordinale; această serie definește un număr 
ordinal să-l notăm cu 9, care este cel mai mare dintre toate 
numerele. În acest caz, seria tuturor numerelor ordinale 
conține cel mai mare număr ordinal O, și deci numă- 
rul ordinal definit de această serie nu este 9, ci 
() + 1. Contradicția este izbitoare: dacă O este numă- 
rul ordinal definit de seria futuror ordinalelor, atunci 
nu (2 este numărul ordinal definit de seria tuturor ordi- 
nalelor, ci 0-4 1. 


Ja 


2. Parodoxul lui Cantor 


O contradicție asemănătoare referitoare la cel mai 
mare număr cardinal a fost descoperită de Cantor [1] 
în 1899, dar nu a fost publicată decît în 1926 de Zermelo. 

Fie M mulțimea tuturor multimilor şi Ne, numărul său 
cardinal: Ne este cel mai mare număr cardinal posibil. 
Pe de altă parte, o teoremă binecunoscută a teoriei mul- 
ţimilor spune: numărul cardinal al mulțimii tuturor sub- 
mulțimilor lui M este mai mare decît numărul cardinal 
Ne al mulțimii M. Contradicția este evidentă: numărul 
cardinal Ne al mulțimii M a tuturor mulțimilor este cel 
mai mare număr posibil, dar el nu este cel mai mare, pentru 
că numărul cardinal al mulțimii tuturor submulțimilor 
lui M este mai mare ca Nc. 


3. Paradoxul lui Russell 


Russell [1] a descoperit în 1903 un paradox înrudit cu 
cel al lui Cantor, dar avînd o structură logică mai simplă. 
Se constată că există mulțimi care îș: apartin ca element şi 
că există de asemenea mulțimi care nu-și aparțin ca element. 
De exemplu, mulțimea tuturor noțiunilor abstracte este ea 
însăși o noțiune abstractă, deci ea se conține ca element; 
mulțimea tuturor noțiunilor, determinate este ea însăși o 
noțiune determinată, deci ea îşi aparține ca element. 

Dimpotrivă, mulțimea tuturor mamiferelor, de exemplu, 
nu este ea însăşi un mamifer, deci nu își aparține ca element. 
Cu toate că existența mulțimilor care își aparțin ca element a 
“ fost contestată, problema care urmează nu depinde de faptul 
că asemenea mulțimi există sau nu există, după cum foarte 
bine a observat Fraenkel [3), din moment ce propoziţia 
„Orice mulțime își aparține ca element sau nu își aparține, 
tertium non datur” „ este o tautologie și deci este adevărată 
independent de faptul că asemenea mulțimi există sau nu 
în realitate. Toate mulțimile care se conțin ca element 
formează o nouă mulțime G; toate mulțimile care nu se 
conțin ca element formează o nouă mulțime IL. Deoarece 
orice mulțime se conține. sau nu se conține ca element, 
o a treia posibilitate neexistînd, trebuie ca şi mulțimea 
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T să se conțină sau să nu se conțină ca element. Dacă se 
conține ca element, atunci ea nu poate să se conțină, deoa- 
rece, prin definiție I nu conţine decît mulțimile care nu 
se conțin ca element; dacă mulțimea I nu se conține ca 
element, atunci, prin definiție, ea se conține. Contradicția 
este izbitoare. 

Exprimat prin simboluri, paradoxul apare și mai simplu. 
Definiția mulțimii T este „srulțimea tuturor mulțimilor 
care nu se conțin ca element”, ceea ce se scrie 


ul =pr— Ea 


Aceasta fiind adevărat, oricare ar fi mulțimea «, avem 
echivalența generală (pentru orice %): 


(x) - acel! = — acu 
Pentru valoarea particulară a lui o, în speță «=, 
obținem : 
lel= -TVeP 


Propoziția „mulțimea I[ se conține ca element” este 
echivalentă cu propoziția „mulțimea TI nu se conține ca 
element”, ceea ce este contradictoriu. 

Mai tîrziu, Russell (1905) a arătat că se poate obține 
un paradox asemănător fără a se mai introduce noțiunea 
de mulțime, numai prin întrebuințarea noțiunii de pre- 
dicat. Să examinăm un predicat oarecare: dacă are pro- 
prietatea exprimată de el însuși, vom spune că are pro- 
prietatea să fie predicabil; dacă nu acceptă proprietatea 
exprimată de el însuşi, voim spune că are proprietatea 
de a fi mpredicabil. De exemplu, predicatul abstract este el 
însuși abstract, deci este predicabil; predicatul 7magrna- 
bil este el însuși imagiiiabil, deci este predicabil; predicatul 
determinat este el însuși determinat, deci este predrcabil,; 
dimpotrivă, predicatul mamifer nu este el însuși mami- 
fer, deci este smpredicabil etc. 

Un predicat dat admite ca predicat proprietatea pe 
care o exprimă, sau nu o admite; orice predicat este deci 
Bredicabil sau mpredicabil, tertium non datur. 

Să punem acum această problemă pentru predicatul 
impredicabil: şi el trebuie să fie predicabil sau impredicabil, 
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o a treia posibilitate nu există. Dacă predicatul zmpredicabil 
este predicabil, atunci admite proprietatea exprimată de el 
însuşi, deci este 1mpredicabil ; dacă predicatul impredicabil 
este zmpredicabil, atunci are proprietatea exprimată prin 
el însuși, deci este predicabil. Contradicția este evidentă. 

Exprimat în simboluri, acest paradox se scrie, ca şi în 
cazul precedent, foarte ușor. Avem definiția „dacă un pre- 
dicat vw nu are predicatul y, atunci predicatul v are predi- 
catul mpredicabil” (notăm: impredicabil = Imp): 


Imp (V) oi — V(Y) 


Această definiție fiind valabilă pentru orice predicat, 
rezultă echivalența generală (pentru orice v) 


(9) - Imp(0) = (9) 


Pentru valoarea particulară a lui V, adică y = Imp, 
obținem 


Imp(Imp) = — Imb(Imp) 


Propoziția ,,mpredicabil”! este „,mpredicabil”” este echi- 
valentă cu propoziția „,mpredicabil nu este mpredicabil”” 
ceea ce este absurd. 

Importanța acestor paradoxe construite de Russell 
constă mai ales în faptul că ele arată că natura acestor 
contradicții este pur logică şi că ele nu apar ca urmări ale 
cîtorva noțiuni matematice mai complexe, sau mai puțin 
precise — cum ar fi noțiunea de mulțime —, ci în cadrul 
logicii obișnuite, utilizînd noțiunea logică de predicat, 
sau aceea de clasă — extensiunea unui predicat — care 
corespunde noțiunii de mulțime. 


4. Paradoxul lui Richard 


Jules Richard [1] a publicat în 1905 un paradox prin 
care urmărea să demonstreze că nu e nevoie să se ajungă 
pînă la teoria numerelor ordinale pentru a descoperi o 
asemenea contradicție. | 

Să considerăm alfabetul francez, care conține 26 de 
litere: să notăm toate aranyamentele de dou litere care se 


” 
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pot face cu aceste 26 de litere şi apoi să le clasăm în ordine 
alfabetică ; să formăm apoi toate aranjamentele de trei 
litere şi să le scriem tot în ordine alfabetică; să formăm 
apoi aranjamentele de patru litere etc. Aceste aranjamente 
pot să conțină aceeași literă repetată de mai multe ori, ceea 
ce înseamnă că avem aranjamente cu repetiție. 

Oricărui număr întreg p îi va corespunde un aranjament 
de p litere care se va găsi în acest tabel și, cum tot ceea ce 
se poate scrie este un aranjament de litere, tot ce se poate 
scrie se va găsi în acest tabel'al cărui mod de formare a 
fost indicat. 

Definiția unui număr fiind făcută prin cuvinte (şi aces- 
tea fiind compuse din litere), rezultă că unele dintre 
aceste aranjamente vor fi definiții de numere. Să ștergem, 
din aceste aranjamente, aranjamentele care nu sînt defi- 
niții de numere. Fie U, primul număr defimt printr-un 
aranjament, U,, al doilea, Uz al treilea etc. Am înșirat 
astfel, într-o ordine determinată, foate numerele definite 
Brintr-un număr fimt de cuvinte. Deci, toate numerele care 
se pot defini printr-un număr finit de cuvinte formează o 
mulțime E, care poate fi numerabilă. 

Iată acum unde este contradicția. Se poate forma urm 
număr care să nu aparțină acestei mulțimi. 

«Fie p a n-a zecimală a n-ului număr din mulțimea E; 
să formăm un număr avînd pentru întreg, zero, și pentru 
a n-a zecimală p + 1, dacă p nu este egal nici cu 8, nici 
“cu 9 şi unitatea, în caz contrar». Acest număr N nu aparține 
mulțimii E. Dacă ar fi al n-lea număr al mulțimii E, a n-a 
cifră a sa ar fi a n-a cifră zecimală a acestui număr, ceea 
ce nu este adevărat. 

Să însemnăm cu G grupul de litere cuprins între ghili- 
mele. Numărul N este definit de cuvinte din grupul G, adică 
de un număr finit de cuvinte ; el ar trebui deci să aparțină. 
mulțimii E. Dar am văzut că el nu aparține acestei mulțimi. 
Aceasta este contradicția. 

Am reprodus aproape textual acest paradox, așa cum a 
fost formulat de Richard însuși. 

Paradoxul lui Richard a fost prezentat, sub o formă 
simplificată, de Carnap [3]. Fie Zpr (Zahlpredikat) un 
predicat prin care reprezentăm numere reale, adică nu- 
mere al căror singur argument ia ca valoare o expresie 
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numerică. Putem numerota fiecare predicat Zpr printr-un 
număr natural luînd în considerație, de exemplu, ordinea 
lexicografică a propoziţiilor care îl definesc, sau altfel. 
Fie „a” expresia unui număr; acest număr va fi richar- 
dian, dacă numărul a este numărul unui predicat Zpr, 
de exemplu P,, iar P(a) este fals (cu alte cuvinte, dacă 
predicatul cu indicele numeric a nu convine indicelui 
său a). 

Ținînd seama de aceste indicaţii, richardian este un pre- 
dicat Zpr bine definit, iar a, în consecință, un număr de 
ordine, să zicem b. Acest număr b trebuie să fie, la rîndul 
său, richardian sau non-richardian, fertum non datur. Dacă 
b este richardian, el nu admite, conform definiției, proprie- 
tatea cu numărul b, care este richardian, deci b nu este 
richardian ; dacă b nu este richardian, el admite proprieta- 
tea cu numărul b, care este richardian, deci b este richar- 
dian. 

Să exprimăm în simboluri această contradicție, după 
Carnap [3]. 

Fie o limbă logică S, în care întrebuințăm un functor 
„num”, prin care se poate reprezenta o numărare univocă a 
tuturor predicatelor Zpr ale limbii S. De exemplu, dacă 
„P” este un Zpr (predicat de număr), „num P” este o ex- 
presie a unui număr. 

Univocitatea acestei numărări este presupusă : 


naa(E) = num(G)]D() E) = Gl) 
Să definim acum predicatul richardiau = Ri: 
Ri(x) = (P)l(num(E) = x) D= F(x)] (2) 


Dar pentru că „RR: este un Zpr, el are un număr pe 
care îl vom nota cu „num(AR7)”. Să presupunem acum că 
numărul predicatului „R?” este richardian : „R:|num(R7)]'*. 
Rezultă astfel conform punctului [2],' că dacă se înlo- 
cuiește „x“, cu „,num(Rz)'“ şi „E” cu „R7”, se ajunge la: 
- Ri|num(Ri) ]. Presupunerea tăcută de noi că „num(R7)” 
este richardian, ducînd la o contradicție, aceea că „num(R7)” 
nu este z:chardian, trebuie declarată talsă, deci: 


= Ri 'num(R?) | (3) 
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Din (1) 
[num(F) = num (R2))D [-F[num(R7) == Ri [num(R7)] (4) 
Din relaţiile (3) şi (4) 
[num(F) = num(R:)]D ZE [num (R7)] (5) 
Din relația (2) 
(F) [(num(F) = num(R7)]D = F[num(R7)]D Ri [num(R7)] (6) 


Din (5) şi (6) 
Ri [num(R7) ] (7) 


Propoziţiile (3) şi (7), amîndouă demonstrate, sînt con- 
tradictorii. 

Observăm că demonstrația lui Carnap este prea lungă 
și că putem reduce acest paradox la paradoxul lui Russell, 
format cu predicatele predicabil şi mpredicabil.  Intr-ade- 
văr, să presupunem că scriem toate predicatele numerelor 
reale într-o ordine oarecare, fie, de exemplu, în ordine lexi- 
cografică. Fiecărui predicat i se va ataşa un indice nu- 
meric : 

Dos Pe aia 


Fiecărui predicat de număr îi corespunde un număr 
natural și numai unul, care este indicele său: corespondența 
este univocă. Fiecare indice poate admite ca predicat pre- 
dicatul pe care îl numerotează sau nu-l poate admite, fer- 
tium non datur. Dacă indicele x al unui predicat P, nu ad- 
mite predicatul P,, atunci x va fi numit richardian; dacă x 
admite proprietatea de număr P,, atunci el nu va fi 7ichar- 
dian. Orice număr natural, care este indice al unuia dintre 
predicatele de numere, este deci richardian sau non-richar- 
dian ; o a treia posibilitate nu există. Dar predicatul r:char- 
dian este el însuși un predicat de numere și, în consecință, 
el se clasează în seria de predicate, într-o poziție determi- 
nată b, adică el este Ru. Avem deci definiția: 


Ris(x) = pr Px(%) 
De unde, echivalența generală (pentru orice x): 


(=) Ri) E = P(x) 
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e 
Pentru valoarea particulară a lui x, în speță x=b, 
predicatul P, = P, = Ru și obținem: 


Ri(b) 2 = Ru(b) 


Propoziția „b este richardian” este echivalentă cu pro- 
poziția „b nu este richardian”. 


9. Paradoxul lui Zermelo-Kânig 


Acest paradox, descoperit de Zermelo [1] în 1905, 
se referă la teorema binecunoscută, care îi poartă numele, 
asupra mulțimilor brne ordonate. Același raționament a fost 
expus de K6nig într-o comunicare făcută la Congresul 
de la Heidelberg (1904), pentru a demonstra imposibili- 
tatea pentru continuu de a fi bine ordonat, ceea ce duce 
la respingerea ipotezei contnuulu a lui Cantor. 

Să examinăm mulțimea numerelor reale R care pot fi 
exprimate printr-un număr de cuvinte finit şi determinat. 
Fie R' mulțimea tuturor celorlalte numere reale. Orice număr 
real dat aparține sau mulțimii R, sau mulțimii R', fertium 
non datur, şi nu poate aparține, în același timp, ambelor 
mulțimi R și R'. În virtutea teoremei lui Zermelo, mulţi- 
mea numerelor reale este bine ordonată. Fie p primul 
element al mulțimii R' în această bine-ordonare: elementul 
p aparține mulțimi R', dar noi l-am definit cu un număr 
de cuvinte finit, deci el trebuie să aparțină mulțimii R. 
Contradicția este evidentă. 


6. Paradoxul lui Berry 


Acest paradox este o simplificare a antinoiniei lui Richard 
și a fost publicat de Russell în 1905. 

Să presupunem un vocabular destul-de vast al unei 
limbi date, de exemplu acela al limbii române; el conține, 
cu toate acestea, un număr finit de cuvinte. Să examinăm 
toate frazele care pot fi construite cu ajutorul a maximum 
50 de cuvinte din această limbă; numărul frazelor va fi 
finit. Să examinăm acum colecția completă C a tuturor 
frazelor care definesc fiecare un număr natural cu maximum 
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50 de cuvinte. Colecția C va ti finită, ca şi alesi Na nu- 
merelor naturale care pot fi definite, fiecare, printr-o fra- 
ză a colecției C. Există încă numere naturale finite care 
nu aparțin colecției N și care, în consecință, nu pot fi defi- 
nite cu ajutorul frazelor din colecția C. Printre aceste numere 
naturale va exista unul care va fi cel mai mic și care va fi 
numărul lui Berry. Să examinăm acum fraza: „Numărul 
lui Berry este cel mai mic număr natural care nu poate fi 
defimit cu ajutorul unei fraze care conține maximum 50 
de cuvinte luate din vocabular”. Această frază are numai 
27 de cuvinte şi definește perfect un număr natural, numă- 
rul lui Berry; din moment ce ea este formată cu un număr 
mai mic decît 50 de cuvinte, ea aparține colecției C; deci 
numărul definit de ea, numărul lui Berry, aparține colecției 
N, ceea ce este contradictoriu. 


7. Paradoxul lui Grelling - Nelson 


Paradoxul descoperit în 1908 de Grelling și Nelson [1] 
este analog cu paradoxul lui Russell construit cu predicatele 
Predicabil şi impredicabil. 

Nu mai e vorba de clase, sau de predicate, ci de cuvinte. 
Cuvintele unei limbi date se pot împărți în două categorii : : 
unele care admit proprietatea pe care o exprimă şi altele 
care nu admit proprietatea pe care o exprimă. De exemplu, 
cuvîntul „scurt” este el însuşi scurt; cuvîntul „românesc” 
este el însuși românesc; dar cuvîntul „lung” nu este el 
însuşi lung; cuvîntul „englez” nu este el însuși englez etc. 
Vom spune că, dacă un cuvînt posedă proprietatea pe care 
o exprimă, el este autologrc; dacă el nu posedă proprietatea 
pe care o exprimă, el este /eterologic. Dar un cuvînt dat 
are proprietatea pe care o exprimă, sau nu o are, oa treia 
posibilitate nu există, orice cuvînt este autologic sau hetero- 
logic, tertium non datur. Să examinăm acum cuvîntul „hete- 
rologic” ; el trebuie să fie autologrc sau heterologic. Dacă cu- 
vîntul „heterologic” este autologic, el are proprietatea pe 
care o exprimă, deci este eterologic; dacă cuvîntul „hetero- 
logic” este heterologic, el are proprietatea pe care o exprimă, 
deci este autologic. Ne găsim în fața unei contradicții. 

Acest paradox se poate exprima cu ușurință în simboluri. 
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Să desemnăm un cuvînt oarecare prin «C), iar proprieta- 
tea pe care el o exprimă, prin C; definiția predicatului /ete- 
volopic = Het este deci: 


Het(«C») = pr C( CC») (1) 


Această definiție fiind valabilă, oricare ar fi cuvîntul 
C, avem echivalența generală (pentru oricare «C»): 


(405) - Het(40») = = C(4C») (2) 


Pentru valoarea particulară a lui «C» = «Hety, obți- 
nem paradoxul: 


Hei(« Het») = — Het(« Het») (3) 


8. Paradoxul lui Skolem 


Skolem a descoperit o contradicţie (1923) în legătură 
cu formalizarea cîtorva axiomatizări ale teoriei mulți- 


milor. 

Să presupunem că elaborăm o axiomatizare consistentă 
a teoriei mulțimilor. Teorema lui I,5wenstein-Skolem-Gâdel 
arată că această axiomatizare admite un model numera- 
bil, fie (M, €). 

În aceste condiții, axiomatizarea admisă ar trebui 
să ne ducă la demonstrarea existenței unei mulțimi infinite 
z. Trebuie deci ca M să conțină un element z şi o serie infi- 
nită numevabilă de elemente €,, ep, e, ..., &, ...,; ajun- 
gem astfel la: 


e,€z, e.€z, e.€z, ..., ex€z, 


Pe de altă parte, axiomatizarea admisă va trebui să 
permită demonstrarea existenței mulțimii Uz, a tuturor 
submulțimilor lui z: M trebuie să conțină un element y 
avînd aceeași proprietate ca și elementele lui M, adică f,, 
f., ..., care aparțin lui y, 


f,€y, Î.€y, ..9 f,€Y, 


corespunzînd diverselor submulțimi ale lui z. 
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Dar z este o mulțime infinită numerabilă și mulțimea 
acestor submulțimi trebuie să aibă puterea continuului. 
Elementele f,, f,, ..., fs, ... ale lui M constituie o mulțime 
avînd puterea continuului, ceea ce contrazice supoziţia că 
M este numerabil. 


- 


9. Paradoxul lui Godel 


Godel (1931) a construit un paradox care are o semnifi- 
cație mai vastă decît cele citate mai sus, de unde impor- 
tanța şi rolul decisiv care i se acordă în toate sistemele 
logicii formale. ; 

Godel [1] își propune să arate că speranța matematicie- 
nilor de a exprima formal și complet matematicile este ilu- 
zorie şi că în orice sistem logico-formal, ca Principra Ma- 
themahca sau sistemul lui Zermelo-F'raenkel (dezvolțat de ]. 
von Neumann, și care este sistemul axiomatic al teoriei 
mulțimilor), există probleme relativ simple (dinteoria 
numerelor 'întregi) care nu pot fi rezolvate. 


Lagica simbolică utilizează simboluri pentru a nota 
noțiuni. Din punct de vedere formal (punctul 'de vedere 
metamatematic) este indiferent care sînt simbolurile primi- 
tive, pe care le alegem pentru noțiunile logice. Gâdel alege ca 
semne primitive (Grundze:chen) numerele naturale, adică 
seria: 0,1, 2, 3, 4, 5,6, 

O formulă va fi deci o serie finită de numere naturale, 
iar o demonstrație (Bewersfigur) va fi o serie finită de 
serii finite de numere naturale. Matematica va fi exprimată 
în acest fel. Metamatematica, ştiinţa care vorbeşte despre 
propozițiile matematice, va fi formată din concepte ŞI pro- 
poziții matematice și cum acestea din urmă sînt exprimate 
prin serii finite de numere naturale, înseamnă că propoziții- 
le şi conceptele metamatemati ce vor fi concepte și propozi-. 
ţii asupra numerelor naturale (sau asupra seriilor finite 
de numere naturale). 

Pe scurt, Gâdel numerotează fiecare „noţiune primitivă 
printr-un număr întreg pozitiv. În loc să spună „noțiunea 
(sau propoziţia) reprezentată prin cutare semn simbolic” 
el spune „noțiunea (sau propoziția) care are cutare număr” 
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Prin această corespondență, Gâdel a creat un sistem 
izomorf cu sistemul Princspia Mathemahca, în domeniul 
numerelor naturale. 

Să examinăm acum clasele claselor (ele definesc, după 
cum se ştie, numerele naturale). Fiecare clasă va avea un 
semn determinat câre se va numi semnul de clasă (A/assen- 
zeichen). Semnele claselor vor fi aranjate într-o ordine oare- 
care, fie ordinea lexicografică, fie după suma membrilor 
etc. Fie R simbolul care reprezintă ordinea aleasă, adică 
relația ordonatoare a semnelor de clasă. Putem să numerotăm 
acum aceste semne de clasă: primul, al doilea, al treilea... 
al n-lea. În consecință, dacă ni se dă ordinea R în care am 
ordonat semnele de clasă, știm imediat ce număr are fie- 
care semn de clasă. Vom nota 


R(n) 


acest semn, care va avea semnificaţia : în ordinea R, semnul 
de clasă care are numărul n. 
„___O clasă este definită în Principra Mathematica prin 
X(fx), £(x) fiind funcția definitorie. Variabila liberă este x 
şi trebuie să remarcăm că în definiția unei clase nu există 
decît o variabilă liberă. 

Dacă variabila x ia valori de clase, atunci x(fx) este 
o clasă de clase; avem, de asemenea, o singură variabilă 
liberă. Fie « semnul unei anumite clase; vom nota prin 


[a; n] 


formula care este obținută din semnul de clasă cînd se înlo- 
cuiește variabila liberă prin semnul numărului natural n. 

Să definim acum o clasă K de numere naturale, după 
cum urmează : 


ncK=Bew [R(n); n] (1) 


(s-a prescurtat cuvîntul german beweisbar — demonstrabil, 


iar linia este semnul negației). 
Definiția noastră spune că un număr natural n apar- 
ține clasei K dacă, pentru el, formula |R(n);n] nu este 


demonstrabilă. 
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Ca urmare a acestor definiții, rezultă că există un număr 
de clasă S, așa încît formula [S;n] arată că numărul natu- 
ral n aparține lui K. 

Dar cum S este un număr de clasă, înseamnă că el are 
un număr de ordine q și că Ș este identic — conform defi- 
niției semnului de clasă — cu R(q): 


5 = R(q) 
Godel arată că propoziția 
R(q); aq] 
este indeterminabilă în sistemul lui Russell. Într-adevăr, 
dacă propoziția [R(q); q] ar fi demonstrabilă, ea ar fi ade- 


vărată, deci q ar aparține lu KE; dar am obține, conform 
punctului (1): 


qe K= Bew (R(q): q] : 


adică, propoziția [R(q);q] ar fi indemonstrabilă, în con- 
tradicție cu ipoteza. Dacă [R(q);q] ar fi falsă, negația sa 
ar fi valabilă, deci q nu ar aparține lui K, deci propoziția 
q€cK ar fi adevărată: 


qeK = Bew [R(q);q] 


Prin urmare, |R(q);q] este demonstrabilă, ca și negația 
ei, ceea ce este contradictoriu. 

Din acest paradox, Gâdel trage următoarea concluzie : 
„„In orice clasă de formule non-contradictorii, există propo- 
ziții non-decidabile (4nentschesdbare)”. 

Acest paradox a fost demonstrat în mai multe feluri, 
căutîndu-se, fie probe mai simple, fie probe mai directe, 
fie probe mai precise, după cum au procedat Carnap, R.M. 
Robinson, Mostowski etc. 

Analogia acestui paradox cu cel al lui Richard este 
izbitoare şi a fost remarcată de Gădel însuşi. Hilbert [1] 
vede în acest paradox paradoxul mincinosului. Într-adevăr, 
dacă cineva declară — scrie Hilbert — „Propoziția pe care 
o spun acum nu poate să fie. rezultatul unei demonstrații”, 
această propoziție duce la o contradicție, ca şi propoziția 
„mint” (de care ne vom ocupa mai departe). 
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Concluziile care decurg din demonstrația lui Gâdel 
sînt foarte grave şi arată imposibilitatea de a exprima com- 
plet, printr-un sistem formal, orice teorie care conține arit- 
metica. | 


10. Paradoxul mincinosului 


Există un paradox foarte vechi, care are o mare analo- 
glie cu paradoxele descoperite de matematicienii contempo- 
rani în teoria mulțimilor, sau cu cele pur logice. Acest pa- 
radox, care a fost reţinut de logica actuală ca fiind adevărat, 
este faimosul paradox al mincinosului — Wev5ouevoc. 

Se pare că Eubulide, din școala din Megara, a enunțat 
pentru prima oară acest paradox. EI a fost formulat ini- 
țial după cum urmează, reducîndu-l la o simplă întrebare) 
la care mincinosul trebuia să răspundă: „Minţi cînd spui 
că minți?” Dar mincinosul nu are decît două răspunsuri, 
tertium non datur: 1) „mint”; 2) „nu mint”. 

Dacă cel care spune că minte, minte, înseamnă că nue 
adevărat că minte, deci el nu minte; dacă cel care spune 
că minte, nu minte, înseamnă că e adevărat că minte, 
deci el minte. În consecință, propoziția „mint” nu poate 
fi declarată nici adevărată, nici falsă, pentru că ea ia ime- 
diat valoarea contrarie. 

O altă formă a acestui paradox este aceea cunoscută 
sub numele de „Epimenide”: „Epimenide cretanul spunea 
că toți cretanii sînt mincinoși”. Ajungem la aceeași contra- 
dicție dacă vrem să aflăm dacă ceea ce afirmă Epimenide 
este adevărat sau fals. 

Importanța acordată acestei probleme, chiar de la apa- 
riția ei, poate să fie evaluată prin faptul că o mulțime de 
autori vechi s-au ocupat de ea și că Aristotel însuși o dis- 
cută în mai multe rînduri; Seneca (epistola 45) afirmă că 
asupra acestui sofism „s-au scris atît de multe cărți”; 
celebrul dialectician Chrysippos i-a acordat un loc deose- 
bit în tratatele sale de logică, dintre care cîteva erau con- 
sacrate. în întregime studiului „mincinosului” ; istoria con- 
semnează faptul curios al morții lui Philetas, provocată 
de eforturile zadarnice făcute pentru rezolvarea acestui 
sofism. .. 
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ixistă diverse variante ale acestui paradox, cea mai 
simplă fiind: „propoziția pe care o pronunț acum este 
falsă”. Alte variante, puțin mai dezvoltate, sînt numite, 
după cum spune Aulus Gellius în lucrarea sa Nope atace, 
&vTLOTpEowvTa sau reciproca şi apar mai ales, printre sofis- 
mele considerate de Stoici ca gimnastică dialectică. So- 
fismul crocodilului sau argumentarea în procesul intentat 
de Protagoras elevului său FEulathos sînt exemple bine- 
cunoscute de asemenea argumente reczproca. Vom cita 
una_dintre aceste variante, după Ferdinand Gonseth [1]. 

Într-o insulă trăia o rasă de uriași foarte șireți și cruzi. 
Fiindcă erau cruzi, ei omorau pe orice străin care acosta 
pe insulă; fiindcă erau șireți, hotăriseră să-l pună să-și 
dea singur sentința de moarte. îi puneau o întrebare și 
dacă răspunsul era adevărat îl jertfeau idolului adevăru- 
lui, dacă răspunsul era fals, îl jertfeau idolului minciunii. 
Însă, s-a întîmplat ca odată, uriașii să-i pună unui străin, 
mai șşiret decît ei, întrebarea : „Care îți va fi moartea: E 
Străinul a răspuns: „O să mă jerttiți idolului minciunii” 
Puși în încurcătură, uriașii au început să discute. Dacă 
acest om a spus adevărul, trebuie să fie jertfit idolului 
adevărului, dar, în acest caz, afirmația sa este o minciună ; 
dacă acest om a spus o minciună, trebuie jertfit idolului 
minciunii, dar atunci a spus adevărul. Propoziția străi- 
nului nu poate fi declarată nici adevărată nici falsă, pentru 
că, în orice caz, ea duce la o contradicție. 

Tratatele scolastice de logică oferă o mulțime de vari- 
ante ale acestui paradox şi ele au constituit o problemă 
arzătoare și specială a logicii evului mediu, ajungînd să 
ocupe capitole întregi în manualele de logică, capitole in- 
titulate Insolubiha. Forma cea mai simplă o găsim enun- 
țată în toate aceste tratate, ca de exemplu la Albertus 
de Saxonia: Propono ilud insolubile «Ego dico falsum » 
supposito, quod mhal aliud dicam nisi 1stam propositionem 
«Ego dico falsum »; et quaeritur, utrum proposiho prolata a 
me sit vera vel falsa (Propun această insolubilă «Eu spun 
falsul », presupunînd că nu spun nimic altceva decît aceas- 
tă propoziție « Eu spun falsul »; şi se întreabă dacă pro- 
poziția pronunțată de mine este adevărată sau falsă). Sau 
în forma: « Proposstio scripta in illo folio est Jalsa » (« Pro- 
poziția scrisă pe acea foaie este falsă »). 
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În ceea ce privește argumentele reciproca ale scolasti- 
cilor, ele se găsesc peste tot 'sub forma următoare, ca, de 
exemplu, în tratatul lui Buridan. 

Socrate pronunță o singură propoziție « Plato dicat 
falsum » şi Platon pronunță o singură propoziţie « Socra- 
tes dicit falsum». Care dintre aceste două propoziții este 
adevărată şi care este falsă? Se ajunge la aceeași contra- 
dicție ca aceea din paradoxul uriașilor cruzi şi şireți. 


11. Pseudoparadoxele 


Printre paradoxele aparente se citează mai ales două: 
cel al străjerului și paradoxul bărbierului. | 

Paradoxul străjerului (Russell, 1918) se referă la drep- 
tul de cutumă roman, care definea străjerul unui sat ca 
fiind persoana obligată să trezească pe toți sătenii care 
nu se trezesc singuri, și era singurul care avea acest drept, 
dar nu îi era permis să trezească pe cel care se puteau trezi 
ȘI singuri. 

Iată acum contradicția care rezultă: aceeași problemă 
se pune pentru străjer ; cine îl trezeşte? Dar nu există de- 
cît două posibilități: sau se trezește singur, sau nu se tre- 
zeşte singur, tertium non datur. 1) Dacă se trezeşte singur, 
înseamnă că este capabil să se trezească singur, dar atunci 
nu are dreptul să se trezească; 2) dacă nu se trezeşte 
singur, este obligat după lege, să se trezească singur. 

Un pseudoparadox analog este acela al bărbierului 
satului: bărbierul satului este definit ca acela care rade 
pe toți cei care nu se rad singuri. Problema este aceeași: 
cine rade pe bărbierul satului? Dacă trebuie să se radă 
singur, atunci nu poate să se radă pentru că el nu rade 
decît pe cel “care nu se rad singuri; dacă nu se rade singur, 
atunci, conform definiției, trebuie să se radă singur. 

După cum remarcă Beth [1), paradoxul străjerului, ca 
și altele din aceeași categorie, nu ridică probleme de logică, 
cu toate că pot provoca probleme destul de grave de drept 
(în cazul străjerului) sau practice (îti cazul bărbierului). 

În paradoxele autentice se întrebuințează una sau mai 
multe noțiuni fundamentale ale logicii sau ale matematicii : 
paradoxul mincinosului este construit cu noțiunile logice 


„adevărat” şi „tals” ; paradoxul lui Russell, cu noțiunea de 
mulțime sau clasă ; paradoxul lui Burali-Forti și Cantor 
cu noțiunile de număr ordinal și cardinal; paradoxul lui 
Grelling-Nelson, cu noțiunea de proprietate a unui cuvînt ; 
paradoxele lui Berrv, Richard şi Zermelo-Kânig cu noți- 
unile de definiție, numerabil și bine ordonare; paradoxul 
lui Gâdel cu noțiunile de demonstrabilitate, adevăr etc. 
De aici, consecințele extrem de grave pentru matematică 
şi logică, care îl conduc pe Beth [1] (pe care l-am urmărit 
în cîteva puncte din expunerea paradoxelor) la concluzia : 

„Pentru acest motiv, descoperirea antinomiilor a com- 
promis atît de grav şi logica generală și teoria mulțimilor 
care era considerată o rivală a logicii; pentru acest motiv, 
descoperirea antinomiilor constituie un pericol atît de mare 
pentru întregul edificiu al științelor deductive și, mai ales, 
pentru matematică”. 


IV 


ÎNCERCĂRI DE A GĂSI O SOLUŢIE 


1._Pespre soluţiile paradoxelor in general 


Istoria filozofiei întîlnește, în mai multe rînduri, pro-. 
bleme ale unor construcții logice, numite, în general, para- 
doxe sau antinomii, construcții“în aparență ireproşabile, 
dar inadmisibile din pricina rezultatelor absurde la care 
ele duc; gîndirea logică, în procesul său necesar, le creează, 
dar gîndirea î însăși se găsește în imposibilitatea de a le ad- 
mite. În prezența unor asemenea dificultăți, a unor aseme- 
nea aporii, s-au emis diferite soluții, pe care le vom clasi- 
fica în două categorii generale, caracterizînd astfel pozițiile 
adoptate : 

A) poziția filozofică; B) poziția logică. 

A) Poziţia filozofică. Vom numi soluție filozofică a an-. 
tinomiilor orice soluție care introduce un principiu sau 
axiomă (sau mai multe), străine de mecanismul logic în 
interiorul căruia s-a produs contradicția. În această cate-. 
gorie putem grupa soluțiile următoare : 

a) Soluția eleaţilor. Pentrua da o soluţie cele- 
brelor paradoxe „Ahile și broasca țestoasă”, „dihotomia”, 
„săgeata” sau „stadiile”, eleații au introdus distincția între 
realitate şi aparență, real nefiind decît raționalul. IL .umea 
fenomenelor, nefiind pe de-a întregul rațională, este ilu- 
zorie. 

b) Poziția ontologică. Pentru această con- 
cepție, antinomiile reprezintă conflicte reale, în sînul rea- 
lității, fac parte din natura Fiinţei. Aceasta era poziţia 
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lui Heraclit, sau în timpurile moderne aceea a lui Hegel, 
iar în filozofia contemporană, poziția iraționaliștilor. He- 
raclit rezolvă aceste contradicții într-o armonie superioară ; 
Hegel într-o sinteză superioară, iar iraționaliștii le consi- 
deră ireductibile. 

c) Poziția epistemologică. Dinaceastă cate- 
gorie putem cita pe soiiști, pe sceptici și micii-socratici, 
care, toți, au căutat să anuleze puterea de cunoaștere a 
gîndirii logice, construind paradoxe mai mult sau mai puțin 
demne de a fi luate în considerație. 

d) Poziţia lui Kant. Construind antinomiile ra- 
Hiunii pure, filozotul de la Kânigsberg a tras concluzii dia- 
metral opuse celor ale eleaților: gîndirea pură nu este ya- 
labilă în domeniul realității în sine, dar ea este total adec- 
vată lumii fenomenelor. și 

e) Poziţia logico-matematică contem- 
porană. De pe această poziție se recunoaște existența 
ireductibilă a paradoxelor, care apar în mod inexorabil în 
orice simbolism logic fornfal și în teoriile matematice for- 
malizate, din pricina naturii limitate a oricărui formalism. 
Soluția logico-matematică constă în admiterea unei axi- 
ome suplimentare restrictive (sau a mai multor), mai mult 
sau mai puțin convenționale, care se atașează sistemului 
logic considerat în care se produc paradoxele și grație 
cărora se crede că se vor putea evita paradoxele. 

Aspectul filozofic al unei astfel de soluții a fost recuno- 
scut de către specialiștii cei mai autorizați în acest dome- 
niu, încît nu mai e necesar a-l demonstra. Astfel, de exem- 
plu, Bertrand Russell scrie [4]: „În acest sens și ca urmare 
a faptului că se ocupă de probleme încă nerezolvate, lo- 
gica matematică ține de filozofie”. | 

De altfel, problemele generale ale bazelor matematicii 
sînt reduse la două de către Mostowski [1]:1) Natura 
conceptelor matematice ; 2) natura demonstrației matema- 
tice şi care anume sînt criteriile care ne permit să distin- 
gem o demonstrație corectă de una falsă. Mostowski spune 
textual: „Aceste probleme sînt de natură filozofică și nu 
putem să ne așteptăm la rezolvarea lor numai în limitele 
matematicii și aplicînd numai metodele matematice”. 

B) Poziţia strict logică. Această poziție a fost cea a 
lui Aristotel, așa cum a fost formulată în ultima carte a 
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Organon-ului, Ilepi soporikâv EXEyyuov: orice paradox este 
un sofism și se reduce deci, în ultimă analiză, la o eroare 
de logică. 

Toate tratatele de logică clasică, începînd de la Aris- 
totel, au menținut clasificarea și soluțiile date de Stagirit, 
menționind faptul că paralogismele cele mai dificile de 
rezolvat sînt cele care formează un cerc vicios, de felul 
“Betiho principii sau circulus îm probando, adică exact cele 
de felul paradoxelor logico-matematice. 

Printre adepţii acestei concepții și care constituie imen- 
sa majoritate, începînd cu Socrate și pînă la logicienii de la 
începutul secolului nostru, vom cita în mod special pe logi- 
clenii scolastici, care au dat o importanță considerabilă 
rezolvării sofismelor în general și, în special, rezolvării 
paradoxelor, în tratatele numite Jnsolubrlia și în centrul 
cărora se găsea antinomia mincinosului cu toate variantele 
sale. Găsim problema Insolubilia chiar și în Summulae 
logicales a lui Petrus Hispanus, la Petrus d'Ailly, la Wilhelm 
din Occam etc. Care era poziția logicienilor din această 
epocă? În Logica Magna a lui Paulus Venetus (/ractatus 
VI: Insolubilhia) găsim enumerate 15 categorii de soluții, 
dintre care nici una nu admite că o asemenea problemă 
ar fi cu adevărat insolubilă. Totuși, anumiți logicieni sco- 
lastici au evocat concepția după care există probleme cu 
adevărat insolubile, care nu pot fi rezolvate în nici un fel 
— mullo modo possunt soli. Se găseşte, de exemplu, citată 
această opinie, după care într-o insolubilă există cu ade- 
vărat două propoziții contradictorii care ar fi false în ace- 
lași timp, opinie aflată în micul tratat logic al lui Hentis- 
berus (+ 1380), avînd titlul De sensu composito et diviso: 
„Scribit una opimo in imsolubihbus sathis est possibile, quod 
duo contradictoria sint simul falsa”. Această poziție ar fi 
fost probabil adoptată de către un anume Suisset (pro- 
babil Richard Suiseth), dar, așa cum remarcă Prantl ([1], 
IV, p. 90), noi nu avem nici un tratat. de logică de la el. 
Oricum ar fi, această opinie n-a Jucat nici un fel de rol în 
evul mediu și ea nu a avut nici o importanță doctrinară iar 
Paulus Venetus nu o merțicrerză. 

Se poate deci afirma că cvul mediu a avut concepția 
logică a paradexelor, după care există o soluție logică a 
tuturor acestor contradicții şi a căutat soluția lor şi nu o 
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regulă prohibitivă oarecare, mulțumită căreia s-ar fi putut 
evita insolubilele. 

În alți termeni, problemele numite Insolubiha purtau 
acest nume din pricina dificultății rezolvării lor şi nu pentru 
că ar fi fost considerate cu adevărat insolubile; aceste 
probleme erau privite ca fiind sofisme. De altfel, aşa se şi 
exprimă Wilhelm din Occam, de exemplu, în celebrul său 
tratat Summa totius logicae (Compendiu al întregii logici) : 
„Non deo dicuntur sophismata aliqua nsolubiha, qua nullo 
modo possunt solu, sed guia cum difficultate solvuntur” 
(Nu de aceea se numesc unele sofisme insolubile fiindcă 
nu se pot rezolva în nici un mod, ci fiindcă se rezolvă cu 
dificultate). Putem regăsi această părere, exprimată într-un 
mod identic, la toți marii logicieni ai epocii care s-au 
ocupat de această problemă. 

În sfîrşit, printre contemporani, cel care s-a menținut 
în mod ferm pe o poziție pur logică a fost H. Poincară, 
care, în discuția cu Bertrand Russell, a susținut că este 
Suficient a descoperi că o asemenea problemă conține un 
cerc vicios, pentru ca problema să dispară, ca o eroare. 
Poincar€ [1] scria: „Astfel, definițiile care trebuie privite 
ca non-predicative sînt cele care conțin un cerc vicios”. 
Aceasta era și poziția lui Richard, care susținea că defini- 
ţia mulțimii tuturor mulțimilor nu este predicativă, nefiind 
bazată pe o proprietate. Este adevărat că problem a este 
mai complicată şi că răspunsul lui Richard sau Poincară, 
deşi adevărat, nu este capabil să elucideze toate punctele 
problemei, ceea ce a fost foarte bine remarcat de Russell 
[2]: „Poincare crede că toate aceste paradoxe provin dintr- 
un fel de cerc vicios și aici sînt de acord cu el. Dar el 
nu vede dificultatea de a evita un cerc vicios de acest fel”. 

O poziție analogă este şi cea a lui Ch. Perelman [1] 
ŞI [3] căreia s-a alăturat și M. Barzin: toate antinomiile teo- 
riei mulțimilor şi ale logicii sînt, după Perelman, greşeli 
de logică. Deși Perelman a căutat în mai multe rînduri 
să depisteze această eroare, nu a reuşit și a ajuns, la 
sfirşit, tot la prohibiții convenționale. 

În sfîrșit, credem că putem clasa printre soluțiile pur 
logice tentativa lui Behmann de a oferi o soluție a para- 
doxelor, bazată în mod exclusiv pe condiția pascaliană a 
definiției. 
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2. Teoria tipurilor 


Primul care a observat că problema antinomiilor can- 
toriene trebuie să fie pusă pe un plan pur logic şi că este 
de ordin pur formal este logicianul englez Bertrand Russell. 
El scria în Principia Malhemahica : 

„Voi observa că aceste paradoxe nu sînt în mod exclusiv 
în legătură cu ideile de număr și cantitate. În consecință, 
nici o soluție care caută să le explice mai bine, ca rezul- 
tatul unei întrebuințări nejuste a acestor idei, nu poate fi 
adecvată. Soluția trebuie găsită scruțînd ideile logice fun- 
damentale”. 

Soluția lui. Russell, care constituie în mod incontesta- 
bil cel mai important efort de a găsi o soluție a paradoxelor, 
este numită de Russell „teoria tipurilor logice”. Această 
teorie derivă din principiul cercului vicios : paradoxele —ca- 
re sînt toate cercuri vicioase — s-ar naște din faptul că se 
presupune că o colecție de obiecte poate să conțină membri 
care nu pot fi definiți decît cu ajutorul colecției luate în 
totalitatea ei. Propoziţiile care afirmă asemenea lucruri sînt 
declarate de Russell ca lipsite de sens (meansngless). De exem- 
plu, paradoxul clasei claselor care nu se conțin ca element, 
este astfel rezolvat de către Russell: o clasă este un obiect 
care derivă dintr-o funcție propozițională q(x) şi care pre- 
supune funcția. Atunci, o clasă nu poate fi argumentul 


â . . A 
funcției care o definește, adică dacă notăm cu z(qz) clasa 


A 
definită de funcția (2), simbolul e[z(ez))] trebuie privit 
ca fiind lipsit de sens, în virtutea principiului cercului 
VICIos. 

În consecință, argumentul unei funcții nu poate lua va- 
lori arbitrare iar valorile care 1 se pot atribui sînt limitate. 
În telul acesta, Russell ajunge să stabilească o ierarhie 
logică a conceptelor, adică : indivizii, obiecte logice de tipul 
to; proprietățile indivizilor, concepte de tipul tl; pro- 
prietățile indivizilor, conceptele de tipul t2 etc. Teoria 
tipurilor stabileşte că nu se poate aplica un concept de tipul 
n decît unui concept de tipul n— 1, cu alte cuvinte, în func- 
ţia propozițională (x), argumentul x nu poate lua decit 
valori de tipul n—1l dacă e este de tipul n. Expresiile de 
forma a€ca sau —ax€os, sau în comprehensiune q(q) 
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sau —qe(q) etc., nerespectînd teoria tipurilor, nu au nici 
un sens și sînt excluse din simbolismul logic; propozițiile 
„abstract este abstract” sau „concret este abstract”, sau 
„clasa a conține clasa z ca element” etc. nu mai sînt po=- 
sibile şi deci paradoxele nu pot fi construite. 

Într-un mod analog, Russell stabileşte diferite tipuri 
de adevăr: cînd afirmăm adevărul sau falsul unei propoziții 
p, de exemplu „,p este fals”, utilizăm un tip de adevăr; 
cînd spunem propoziția „p este fals” este falsă, utilizăm 
un alt tip de adevăr etc. Tipizarea noțiunii de adevăr a 
fost demonstrată de către R. Carnap [1] şi A. Tarski [1). 
Teoremele stabilite de către acești logicieni arată că valoarea 
de adevăr a unei propoziții , construită într-un sistem logic 
S, nu poate fi enunțată în însuși sistemul S, ci într-un me- 
tasistem S', care se referă la propoziţiile sistemului S, 
deci el nu se confundă cu $. e, sil 

Mincinosul nu poate spune care este valoarea de adevăr 
a propoziției „,eu mint”, deoarece nu se poate construi 
valoarea de adevăr a acestei propoziții în însuși sistemul de 
propoziții ale inincinosului, ci într-un alt limbaj logic care 
se referă la toate propozițiile mincinosului! 

Legînd acest rezultat de paradoxul lui Gâdel, care, după 
cum am văzut, arată că în orice sistem formalizat (care 
conține aritmetica) există propoziții non-decidabile, logi- 
clenii au ajuns la concluzia surprinzătoare că orice forma- 
lism deductiv are limitele sale iar deductibilitatea logică 
nu poate depăși anumite limite. 

Deoarece matematica ar trebui să se reducă la aritme- 
tică iar aceasta ar trebui să se reducă la logică, această 
concluzie a fost aplicată la întreaga matematică, în general, 
după cum spune şi Carnap [3]: „Pentru orice sistem al 
aritmeticii se pot da noțiuni aritmetice indefinisabile și 
propoziții indecidabile. Matematica nu poate fi epuizată 
printr- un sistem, ci necesită o serie infinită de limbajuri 
mai bogate” 

Această concluzie, în care se poate descifra cu siguran- 
ță o înfrîngere de natură sceptică, este formulată de Mos- 
towski [1], în 1955, în felul următor: „Sub influența lucră- 
rilor lui Hilbert şi a tezelor școlii neopozitiviste, s-a unaginat, 
în primele două decade ale acestui secol, că cea mai impor- 
tantă problemă a bazelor matematicii este construcția unei 
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limbi artiticiale cu reguli sintactice, în mod precis defi- 
nite, și printre care ar exista o limbă universală și perfectă 
care ar putea fi identificată cu matematica... Credem că 
astăzi aceste sisteme nu au decît o valoare istorică”. 

Ideea că orice simbolism logic și, în general, că orice 
simbolism matematic este limitat a apărut lui Russell 
însuși, chiar de la primele sale cercetări. Russell a obser- 
vat că nu este posibil să exprimăm toate regulile unui forma- 
lism logic în simboluri, de exemplu, regula deductivă a 
substituției: în orice formulă adevărată (tautologie) se 
poate substitui unui aceluiași simbol o expresie propozițio- 
nală arbitrară, cu condiția de a înlocui peste tot acest 
simbol cu noua expresie, și formula care rezultă rămîne 
adevărată. Dar acest principiu nu este formalizat și din 
această cauză se atribuie o anumită insuficiență formalis- 
mului în general sau, cum spune Russell: „Zis principle. .. 
eludes formal statement, and points to a certain failure of 
the formahsm in general” (Acest principiu ... scapă unul 
tratament formal și indică un oarecare eşec al formalis- 
mului în genere). De unde și concluzia lui Brunschwicg 
[1], care analizează acest impas logistic: „Logicienii s-au 

dia pe punerea în formă simbolică a legilor logicii pentru 
a jelimina orice urmă de intuiție și pentru a ajunge la sfe- 
ra pură a conceptelor; dar mi se pare... că în simbolul 
însuși rămîne întotdeauna o urmă de intuiție şi că trebuie 
să depășeşti simbolismul pentru a depăși intuiţia”. 

Care este baza logică a teoriei tipurilor? Russell spune 
că, deşi această teorie s-a născut din necesitatea de a evita 
(avo1d) paradoxele, ea are un caracter mai larg, deoarece ea 
are o anumită consonanță cu simțul comun, ceea ce o face 
„inherentiy credible”. 

Iată singura bază a teoriei tipurilor, bază care nu are 
nimic logic. Obiecția principală care 1 se poate aduce rezidă 
deci în aceea că ea nu are un caracter necesar. Este ea 
cel puțin suficientă pentru a evita antinomiile? Vom con- 
strui mai departe paradoxe pe care această teorie nu poate 
să le evite. 

Ceea ce este mai grav este faptul că Russell, declarind 
prin teoria tipurilor o serie de propoziții lipsite de sens — 
cele care conduc la paradoxe —, elimină totodată și propo- 
ziţiile care au un sens precis, cum ar fi propoziţiile „abstract 
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este abstract” sau „abstract nu este concret”, deşi aceste 
propoziţii sînt singurele pe care însuși exigentul Anthis- 
tene le admisese.. 

Trebuie să remarcăm, de acord cu Hao Wang [l|], că 
teoria tipurilor nu împiedică complet formarea claselor numite 
non-predicative (după expresia lui Poincar6), adică definiția 
unei clase cu ajutorul unei totalități din care clasa însăși 
face parte. Într-adevăr, sistemul lui Russell admite o 
axiomă numită ax:oma de comprehensiune, după care 
„există întotdeauna o clasă de tipul n + 1 corespunzînd 
oricărei fraze care servește drept definiție pentru obiectele 
de tipul n”. În virtutea acestei axiome, fiind dată o clasă 
n, de tipul 3, există o clasă y, de tipul 2, aşa fel că: 


(31) - Due y: E (Ezo) - (zuza & 226 Wa3)] 


y, este o clasă de tipul 2, dar definită totuși cu ajutorul 
unei variabile legate de tipul 2, adică z,; deci: 

y, este definită cu ajutorul unei totalități din care y, 
face parte. lar Hao Wang adaugă: „se găsește că o parte 
importantă a matematicilor superioare nu poate deriva 
din teoria tipurilor decît dacă admitem clasele non-predi- 
cative de tipul y,. Deci, deși putem fi convinşi că para- 
doxul lui Russell ca și celelalte paradoxe bine cunoscute 
nu pot să fie derivate imediat, admiterea claselor non-pre- 
dicative ne împiedică de a fi pe deplin convinși că teoria 
tipurilor este non-contradictorie”. ([1], p. 14). 


3. Antinomii logice şi antinomii semantice 


Frege şi Russell au căutat să fundamenteze aritmetica 
(şi prin aceasta întreaga matematică, dacă ea ar fi putut fi 
redusă la aritmetică) cu ajutorul logicei clasice și a noțiunii 
de mulțime, care este, de altfel, noțiunea logică de clasă. 
Dificultățile întilnite în realizarea acestui program logicis- 
tic, l-au împins pe Russell la inventarea teoriei tipurilor 
pentru a elimina paradoxele. Cu toate că teoria tipurilor 
s-a născut dintr-o necesitate mai generală, ea a dat loc altor 
dificultăți, care n-au putut fi depășite decît cu ajutorul 
unei noi axiome. La început, Russell a fost obligat să intro- 
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ducă, pe lingă teoria simplă a tipurilor, de care am vorbit 
deja, teoria ramificată a tipurilor, după care funcţiile propo- 
ziționale ale aceluiași tip au fost împărțite în ordine. Noi 
dificultăți au fost rezolvate de către Russell prin intro- 
ducerea unei axiome suplimentare, 4xs0ma reductibilitățiui, cu 
ajutorul căreia se poate reduce o funcție propozițională, în 
condiții date, la primul ordin. Acceptarea acestei axiome, ca 
şi a celorlalte două axiome, cea a infinitului și cea a alegerii 
ar încărca programul inițial al lui Frege-Russell cu prea 
multe dificultăți care n-ar putea fi depășite, lucru care a 
determinat pe matematicieni să caute a ușura, pe cît era 
posibil, teoria tipurilor. Printre primii care au căutat să 
renunțe la teoria ramificată a tipurilor sînt Chwistek (1922) 
și Ramsey (1926). 

Ramsey [1] a împărțit antinomiile în două grupuri di- 
stincte : 

A. Grupul paradoxelor care conțin noțiuni logice sau 
matematice, ca acelea de clasă sau de număr, de exemplu, 
paradoxele lui Burali-Forti, Russell, Cantor etc; 


B. Grupul paradoxelor care nu conțin asemenea noțiuni, 
cl numai referințe privind limbajul, gîndirea sau simbolis- 
mul utilizat, ca acelea întîlnite în paradoxul mincinosului, 
al lui Richard, al lui Grelling-Nelson etc. 


Ramsey numește antinomiile din grupa A antinomit logi- 
ce, iar antinomiile din grupa B, antinomi epistemologice. 
(Acestea din urmă au fost semnalate și de către Peano. 
Logicienii polonezi sau cei din școala din Viena le numesc 
antinomii lingvistice, semantice sau sintactice.) 


Distincția introdusă de către Ramsey, acceptată astăzi 
în toate lucrările de logică matematică, arată că antinomiile 
şemantice nu pot apărea în nici un sistem logic sau mate- 
matic ; dar cum antinomiile logice (din grupa A) pot fi evi- 
tate prin teoria simplă a tipurilor, teoria ramificată a tipu- 
rilor, ca şi axioma de reductibilitate, devin inutile. Exact 
ceea ce s-a şi întîmplat : în cea de-a doua ediție (vol. I, 1925) 
a monumentalei opere Principia Mathemahca, Russell a 
renunțat la teona ramificată şi la axioma de reductibilitate, 
ca o consecinţă a criticii făcute de Ramsey și Wittgenstein. 


Această reducere a dificultății poate să pară un progres. 
Este unul, într-adevăr, dar nu din punct de vedere logic, 
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căci problema paradoxelor semantice implică aceeași gravi- 
tate pentru securitatea mecanismului logic. 

Pentru a putea evita, de asemenea, și antinomiile seman- 
tice, Russell a sugerat el însuşi ideea de a extinde teoria 
tipurilor la o teorie a „nivelurilor de limbaj” (în introducerea 
la Tratatul logico-filozofic al lui Wittgenstein). Această teo- 
rie a limbajelor și a metalimbajelor logice a fost realizată 
prin lucrările lui Ramsey |1J, Carnap [1] și Tarski [1]. 
După cuin există o ierarhie a tipuriior pentru concepte, 
tot așa există o ierarhie a limbajelor. 

Regula devine în acest caz următoarea: nu se poate vorbi 
despre un limbaj în însuși limbajul întrebuințat, ci într-un 
etalimbaj. În acest fel, antinomiile lingvistice își găsesc 
soluția lor. De exemplu, în antinomia lui Grelling-Nelson 
ȘI în propoziția „cuvîntul scurt este scurt”, cuvîntul „scurt 
este utilizat de două ori; dar al doilea cuvânt „scurt” apar- 
ține unui limbaj superior primului ș și, în consecință, proprie- 
tatea de a fi scurt a cuvîntului scurt” al primului limbaj 
nu este proprietatea reprezentată prin al doilea cuvînt 
„scurt”, ci o proprietate analogă a metalimbajului (care 
vorbește despre limbajul dat). Aceste diverse tipuri de limbaj 
nu trebuie să fie confundate, căci confuzia lor ar produce 
paradoxele semantice, după cum confuzia tipurilor de 
concepte ar provoca antinomiile logice. 

După cum vedem, teoria „nivelurilor de limbaj” este și ea 
tot atit de puțin fundată ca și teoria tipurilor logice. 

De altfel, în aceasta rezidă obiecția fundamentală care 
li se aduce : aceste teorii nu sînt necesare, ele sînt artificiale, 
ceea ce provoacă un sentiment profund de insatisfacție 
intelectuală. Atunci, de ce le acceptăm? Răspunsul este for- 
mulat, într-un mod foarte sincer, de către Reichenbach [1]: 
„S-a pus chestiunea dacă este necesar să se introducă aceste 
reguli. Un lucru pare să fie sigur: singurul motiv pe care 
putem să-l dăm pentru astfel de reguli este că ele exclud 
contradicţiile. Nu se pune problema dacă teoria tipurilor 
sau teoria nivelurilor de limbaj este adevărată. Aceste teorii 
reprezintă restricții ale regulilor de formare și sînt astfel 
convenții introduse pentru motivul de a face limbajul 
nostru necontradictoriu” 

Dar o chestiune „poate f. pusă” : ce rămîne din rigoarea lo- 
gică dacă îi ataşăm arbitrarul? Şi apoi, ce semnificație epis- 
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teinologică poate să mai păstreze o logică a cărei non-contra- 
dicție este asigurată prin convenție? 

Dacă lucrurile s-ar opri la acest punct, edificiul logic ar 
fi un joc de copii, compus din piese separate, din care se 
se poate construi un alt edificiu, după bunul plac. Atunci 
coerenţa logică devine, în definitiv, o convenție cu noi 
înșine |! 

Vedem deci că acceptarea unor asemenea soluții pune în 
discuție probleme şi mai grave decît cele ale paradoxelor și, 
în ultimă analiză, anulează însăși necesitatea teoretică a 
logicii, deşi îi juștifică valoarea practică. 


4. Soluţia lui Richard 


Am expus paradoxul lui Richard în însăşi forma dată de 
autor (cap. III, 4). După ce a construit paradoxul şi a demon- 
strat contradicția, Richard [1] arată că această contradicție 
este numai aparentă. Iată explicația textuală dată de Ri- 
chard (cititorul este rugat să se refere la expunerea acestui. 
paradox). 

„Să arătăm că această contradicție nu este decît apa- 
rentă. Să revenim la aranjamentele noastre. Grupul de 
litere G este unul din aceste aranjamente; el va exista în 
tabloul meu. Dar la locul pe care îl ocupă el nu are sens. 
Este vorba de mulțimea E și aceasta nu este încă definită. 
Ar trebui deci să-l şterg. Grupul G nu are sens decît dacă 
mulțimea E, este complet definită, iar aceasta nu este definită 
decît printr-un număr infinit de cuvinte. Deci, nu există 
contradictie. 

Putem încă să mai remarcăm şi aceasta: mulțimea mul- 
țimii E şi a numărului N formează o altă mulțime. A doua 
mulțime este numerabilă. 

Numărul N poate fi intercalat într-un anumit rang k în 
mulțimea E, dînd înapoi cu un rang toate celelalte numere 
aparținînd rangului superior lui k. Să continuăm să numim E 
mulțimea astfel modificată. Atunci grupul de cuvinte G va 
defini un număr N” diferit de N, deoarece numărul N ocupă 
„acum rangul k şi a k-a cifră a lui N” nu este egală cu cea de-a 
k-a cifră a k-ului număr al mulțimii E” 


În rezumat, aşa cun a observat şi Poincare [1], E este 
mulțimea tuturor numerelor pe care le putem defini printr-un 
număr finit de cuvinte, fără a introduce noțiunea de mul- 
țime FE. 

Altfel definiţia lui E ar conține un cerc vicios; nu putem 
defini pe E prin însăși mulțimea E. Însă, spune Poincar€, 
am definit pe N cu un număr finit de cuvinte, este adevărat, 
dar sprijinindu-ne pe noțiunea de mulțime E. Și iată de 
ce N nu face parte din E, 

Şi Poincare adaugă: „În exemplul ales de Richard, 
concluzia se prezintă cu toată evidența și evidența va apărea 
șI mai mare dacă ne vom referi la însuși textul scrisorii sale. 
Dar aceeaşi explicație este valabilă și pentru celelalte antino- 
mii, după cum este ușor de verificat. Astfel, definite care 
trebue considerate ca non-predicative sint acelea care con- 
țin UN Cerc VIC10s” 

Iată soluția lui Richard, care a fost adoptată de Poincare€. 
Vom vedea, mai departe, că această observaţie este perfect 
justificată, dar ea nu ia în considerație decît un aspect 
al problemei. Ea poate fi formulată în ceea ce numim „inter- 
dicția noțiunilor non-predicative” 


5. Intuiţionismul lui Brouwer 


Ideile fundamentale ale doctrinei intuiționiste sînt re- 
duse de către Heyting [3] la următoarele: 

1. Matematica nu are numai o semnificație formală ci 
și o semnificație în conținut. 

2. Obiectele matematice sînt sesizate de către gîndire 
într-un mod imediat; cunoașterea matematică este, în 
consecință, independentă de experiență. 

După Brouwer, matematica este gîndirea exactă. 

Tot ceea ce noi gîndim în mod exact și cîteodată spon- 
tan, în orice fel de domeniu, este de natură matematică. 
Concepută în acest fel, matematica nu mai poate să se bazeze 
pe alte discipline, independente, nici chiar pe logică, pentru 
că în măsura în care acestea sînt exacte, ele sînt matematice. 
A căuta o bază matematicilor în alte discipline înseamnă 
atunci, în realitate, a căuta baza matematicii în matematică, | 
ceea ce este un cerc vicios. Un singur suport poate fi găsit 
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pentru această știință : intuiţia „care ne prezintă concepte 
și concluzii într-un mod imediat, în fața ochilor noştri” 

Examinînd în lumina acestor principii principiile logicii 
clasice, Brouwer ajunge la concluzia că principiul terțului 
exclus nu poate fi aplicat în matematică decît cu oanumită 
rezervă. lată modul în care Brouwer [1] susține această 
teză. Principiul fundamental al doctrinei intuiționiste 
este următorul: „Orice propoziție, care are un conținut, 
trebuie să indice una sau mai multe stări de lucruri (Sach- 
verhalte) bine determinate şi accesibile experienței noastre” 
Dar atunci avem consecința imediată: în domeniul colec- 
țiilor infinite a spune că un element „a” aparține unei 
mulțimi „E” nu are sens dacă noi nu putem indica acest 
element, conform principiului enunțat. Cum putem afirma 
că o colecție are o infinitate de elemente dacă nu avem 
posibilitatea — deoarece în domeniul infinitului nu putem 
niciodată opera complet această indicație — să indicăm 
fiecare membru al acestei colecții? 

Fie acum propoziția următoare a: „fiecare element din 
mulțimea k are proprietatea P”: dacă mulțimea k este in- 
finită, atunci negația acestei propoziții „a este falsă” nu 
satisface principiul brouwerian, deoarece nu avem posibi- 
litatea de a arăta pentru o infinitate de lucruri, starea de 
lucruri care se opune ca ele să aibă proprietatea P. Care 
este concluzia lui Brouwer? Imitînd ceea ce se petrece în 
filozofie, matematicienii au extrapolat — după Brouwer, în 
mod nejustificat — adevărurile logice considerîndu-le ca 
fiind „ideale”, de unde ar rezulta că ele ar fi valabile chiar 
ŞI acolo unde nu există un control direct, ca, de exemplu, 
în domeniul infinitului. În special, s-a acordat o valoare 
universală principiului terțului exclus, care nu este apli- 
cabil decît în domeniul colecțiilor finite. „Credința în efi- 
cacitatea nelimitată a principiului terțului exclus — serie 
Brouwer — implică prin ea însăși, credința în caracterul 
finit şi în structura atomică a lumii”. 

Urmează deci că în demonstrațiile indirecte, care între- 
buințează principiul terțului exclus, adică în demonstrațiile 
care se fac printr-o reductio ad absurdum, principiul ter- 
țului exclus nu poate fi întrebuințat într-o formă generală. 
Într-adevăr, fie propoziția a „obiectul A are proprietatea 
P'* ; dacă afirm că este absurd ca această propoziție să fie fal- 
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să, nu rezultă că ea este adevărată, deoarece pentru a fi ade- 
vărată, ea trebuie să aibă o indicație experimentală sau de 
construcție matematică ; dar există un caz în care noi nu 
putem proceda așa, adică în cazul în care e vorba de colecții 
infinite. De unde și axioma lui Brouwer: „absurditatea 
absuvditătii nu implică adevărul” (dar adevărul implică 
absurditatea absurdității). 

Limitînd domeniul aplicabilității principiului terțului 
exclus, Brouwer crede că poate elimina paradoxele infini- 
tului. Totuși, în logica intuiționistă, acest principiu nu este 
declarat fals, ci numai nedemonstrabil. El rămîne în mod 
strict valabil în domeniul finitului. 


Concepţia filozofică a lui Brouwer a condus pe Heyting 
[1] la construirea unei logici formale avînd alte axiome 
decît cele ale lui Russell şi în care dubla negație nu mai 
echivalează cu o afirmație. Pentru a distinge negația intui- 
ționistă de cea a lui Russell, Heyting întrebuințează ca 
semn al negaţiei „1“. În logica lui Heyting, teorema ur- 
mătoare este demonstrată (formula lui Heyting 4.45): 


avla:D-1llaDa 


Ce spune această formulă? Primul membru al implica- 
ției este principiul terțului exclus : o propoziție a este adevă- 
Tată sau falsă, tertium non datur ; al doilea membru al impli- 
cației spune că din dubla negaţie a unei propoziţii a rezultă 
afirmația propoziției a. Altfel spus, dacă pentru o propo- 
ziție a principiul terțului exclus este valabil, atunci dubla 
negație a lui a ne conduce la afirmarea lui a. Transpoziţia 
acestei implicații nu este valabilă în logica lui Heyting. 
Dacă negăm falsul unei propoziții a, nu rezultă afirmarea 
sa decît dacă în prealabil am presupus ca valabil principiul 
terțului exclus. 

Pentru a găsi o interpretare a formulelor simbolice ale 
logicii intuiționiste, Heyting este obligat să introducă o a 
treia valoare pentru propoziții : există propoziții adevărate, 
propoziții false sau propoziții care posedă o a treia valoare 
logică, care pentru Heyting înseamnă că ea nu este falsă, 
dar adevărul său nu poate fi demonstrat. Propoziţiile care 
provoacă paradoxele ar fi chiar acelea care ar avea oa 
treia valoare. 
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Trebuie să remarcăm că concepția intuiționistă, care 
încearcă să elimine paradoxele, sacrificînd valabilitatea 
universală a principiului terțului exclus, are o semnificație 
mai vastă şi nu a fost imaginată numai ca soluție a proble- 
mei paradoxelor. 

Eroarea comisă de către intuiționişti, în problema para- 
doxelor, constă în aceea că ei cred că principiul terțului 
exclus este acela care provoacă antinomiile iar soluția pro- 
pusă de ei — amputarea acestui principiu — este îndreptată 
în acest sens ; în realitate, cel care este pus în cauză este în 
mod direct principiul contradicției, prin apariția acestor 
contradicții, după cum vom vedea mai departe. (Principiul 
contradicției rămîne intact în logica lui Brouwer-Heyting.) 


6. Logicile polivalente 


Criticile făcute principiului terțului exclus au condus 
la ideea că o propoziție ar putea lua mai mult de două valori 
— adevărul și falsul — şi că ar fi posibil de construit sisteme 
logice plecînd de la alte axiome decît de la acelea ale logicii 
bivalente (formalizată de către Russell). Așa cum s-au putut 
construi geometriile neeuclidiene fără postulatul lui Euclid, 
tot aşa s-au putut construi noi logici, fără principiul ter- 
țului exclus. S-a presupus, în consecință, că o propoziție 
poate lua trei valori, patru valori etc. şi chiar o infinitate de 
valori ; alegînd un grup de axiome convenabile, s-a reușit 
să se construiască logici polivalente. Pentru o logică triva- 
lentă, de exemplu, principiul terțului exclus nu mai este 
valabil, ea necesitînd un principiu al cuartului exclus. 
_Fie trei valori — A, F şi T — pe care poate să le ia o propo- 
ziție  : în acest caz orice propoziție p are fie valoarea A 
(adevăr), fie valoarea F (fals), fie o valoare T (a treia), 
Quartum non datur. 

logici polivalente au fost construite de către Lewis, 
Lukasiewicz, Heyting, Church, Moisil, Bocivar etc. şi 
s-a putut demonstra non-contradicția lor. 

Aristotel [1] admisese că, în anumite cazuri, principiul 
terțului exclus nu mai funcționează, adică în cazul în care 
e vorba de „viitorii contingenți”, în acest caz o afirmaţie 
fiind numai posibilă, dar nu şi necesară. Această interpretare 
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a fost în mod foarte serios contestată de către Albrecht 
Becher [1] care susține, bazîndu-se pe textul Hermeneutacer, 
că Aristotel nu a acordat niciodată propozițiilor privind 
viitorul contingent o poziție particulară în raport cu princi- 
piul feztium non datur. 

Se poate face o apropiere între această concluzie a lui 
Becher şi observaţiile făcute de către Bochenski [1] pri- 
vind aceeaşi problemă. Bochenski nu găseşte nicăieri în 
Hermeneutica (Cap. IX) o afirmaţie care să poată însemna 
o slăbire a principiului terțului exclus în raport cu futura 
contingentia ; în schimb găsim asemenea considerații în 
Metafizica sau în alte texte. Bochenski interpretează faptul 
acesta în felul următor: considerațiile din Hermeneutica 
sînt logice iar cele din Metafrzica sau din alte texte sînt 
metalogice. 

Cei care au susținut cu putere valabilitatea universală 
a acestui principiu, în trecut, au fost stoicii, în mod special 
Chrysippos (deoarece ei erau determiniști). De unde şi denu- 
mirea de Jogici nechrysippiene dată de Lukasiewicz lo- 
gicilor care întrebuințează mai mult de două valori 
pentru propoziții. 

Ideea de a lega sensul și valoarea principiilor logice, în 
general, de ideea timpului și, prin urmare, de ideea de de- 
terminism şi cauzalitate a fost combătută de către Witt- 
genstein [1] şi, în mod mai amplu, de către M. Schlick [1]. 
Înaintea lor, fenomenologia lui Husserl a relevat această 
eroare a psihologismului. 

După acești gînditori, propozițiile logice și, în mod 
specitl, principiile logice sînt atemporale  (Zer?los). 

Admițînd totuși că o propoziţie poate lua trei valori 
într-o logică trivalentă, de exemplu, adevărul, falsul și 
terțul problema fundamentală care se pune este de a avea 
o interpretare sau o intuiție pentru a treia valoare, altfet 
această valoare nu reprezintă nimic. Lukasiewicz [l] a 
dat valorii T interpretarea de poszbi/, deşi el a construit o 
logică cu trei valori, A, F și T fără nici o interpretare a lui 
T [2]. Paulette Fevrier [1] a încercat să explice relațiile 
de incertitudine ale lui Heisenberg printr-o logică triva- 
lentă utilizînd a treia valoare, „absurdul”, și construind în 
acest scop un calcul propozițional (formal) convenabil, 
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fiecare propoziție fiind susceptibilă de a lua, în cadrul aces- 
tui calcul, trei valori: adevărul, falsul și absurdul. Pentru 
Paulette Fevrier „logica este funcție de noțiunea obiectu- 
lui de care ea se ocupă”; în consecință, deoarece noțiunea 
de obiect are o evoluție continuă, ca orice concept, logica 
va trebui să se adapteze, logica clasică fiind insuficientă 
în raport cu proprietățile noului obiect. Pentru acest obiect 
va fi necesară crearea unei noi logici, care este o logică 
trivalentă, așa cum e aceea construită de Paulette Fevrier, 
capabilă să organizeze în mod logic faptele aparent contra- 
dictorii ale lumii subatomice. 

Aceste concluzii au fost generalizate de către ]. L. Des- 
touches [1] care a construit la rîndul său alte logici poliva- 
lente pentru studiul fizicii. 

În felul acesta, Zawirski [1] crede că poate să explice 
paralelismul dintre fizica ondulătorie și fizica corpus- 
culară, care conduce la concluzia că realitatea se traduce 
prin două propoziții contradictorii: electronul este o undă, 
dar el este și un corpuscul. În logica trivalentă a lui Luka- 
slewicz, în care a treia valoare este „posibilă”, faptele sur- 
prinzătoare din domeniul microfizicii pot fi interpretate. 
“În logica bivalentă a lui Russell există o teoremă, conform 
căreia o propoziție, din care se deduce echivalența a două 
propoziții contradictorii este falsă. 


pD(4= —q9)l2D-p 


În consecinţă, teoria din care se deduce că electronul 
este corpuscul, dar el nu este corpuscul (pentru că el este 
o undă) este falsă. Fizica actuală nu poate fi interpretată 
în cadrul logicii bivalente, conchide Zawirski [2]. 

Dar dacă utilizăm logica trivalentă a lui L.ukasiewicz, 
formula precedentă nu mai este adevărată şi, prin urmare, 
teoriile fizicii contemporane pot fi interpretate și pot avea o 
semnificație logică, cu ajutorul unei formule trivalente, 
în care cea de-a treia valoare este „posibil”. 

Se vede că formula citată de Zawirski și care este o ta- 
utologie trivalentă în logica lui L,ukasiewicz, poate fi tot 
aşa de bine aplicată în cazul paradoxelor logico-matematice, 
care își găsesc astfel soluția. Cu condiția, bineînțeles, de a 
accepta o asemenea soluție. .. 
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7. Soluţia lui Behmann 


Behmann a propus o soluție foarte interesantă, de ordin 
pur formal, bazată pe condiția definiției, stabilită de altfel 
de către Pascal: în orice definiție trebuie să putem sub- 
stitui definisantul definitului. 

Behmann [1] raționează după cum urmează : fie expresia 
formală 

ele), 


(care, interpretată în termeni obișnuiți, înseamnă că e nu 
convine lui însuși ca predicat); dacă scriem prin prescurtare 
în loc de -e(0) expresia F(o), căpătăm definiția : 


F(e) = = e(0) Def. 


De unde rezultă că pentru orice e cele două expresii 
sînt echivalente : 


(p)- F(o) = —e(9) 
Această echivalență ne conduce, după cum se știe, la 
antinomie, pentru valoarea particulară e=F: 


F(E)=- FE) 


Behmann atrage atenția asupra faptului că F este un 
semn introdus prin abreviere și că esențialul constă în 
aceea că orice abreviere nu este indispensabilă. 

În consecință, ar trebui ca F să poată fi eliminat, înlo- 
cuindu-l cu semnificația sa simbolică, adică prin definisan- 
tul lui F, pe baza căruia F a fost introdus ca semn abrevia- 
tiv și ca această operație să fie în mod complet: efectuată. 
Însă dacă încercăm să eliminăm pe F, obținem -F(F); 
dacă mergem mai departe, obținem - —F(E) și așa mai 
departe, la infinit. Se vede deci că, în cazul nostru, elimina- 
rea semnului abreviativ F nu este posibilă şi nu putem re- 
veni la semnele primitive substituind definitului semnele 
care servesc pentru a-l defini. Behmann ajunge la concluzia : 
„Nu există expresie liberă de semnele abreviative a cărei 
abreviație să fie F(F)”. Apare astfel că numai întrebuin- 
țarea incorectă a semnelor abreviative provoacă apari- 
ţia antinomiilor. În virtutea acestei simple observaţii, 
Behmann se crede autorizat să formuleze regula următoare, 
care este în fond condiția pascaliană a definiției : „Expresiile 


72 


care conțin semne abreviative sint permise numai în 
cazul în care substituția acestor semne prin semnificația 
lor simbolică este în mod total efectuabilă”. 

Astfel, antinomiile ar apărea ca rezultatul introducerii 
semnelor abreviative în anumite expresii. Observaţia lui 
Behmann ar fi foarte importantă, dată fiind natura sa pur 
logică, dacă ea nu ar degenera în soluția banală, care spune 
că pentru a nu ajunge la antinomii, trebuie evitate abrevie- 
rile care conduc la antinomii! Din punct de vedere logic, 
vrem să ştim de ce în definiția F(e) =pr— e(o) simbolul 
F nu este un simbol definit? Behmann constată că F nu 
este definit, într-adevăr ; dar de ce printr-o asemenea defi- 
sii care duce la paradoxe, simbolul F nu poate fi definit? 

ată nodul problemei. (Vom vedea că soluția propusă 
de noi va lămuri această chestiune.) 

„Din păcate, soluția lui Behmann, remareabilă din punct 
de vedere logic, nu este suficientă pentru a rezolva toate 
antinomiile, așa cum a arătat şi Dubislav [1], teoria tipurilor 
fiind încă necesară, cel puțin în parte, pentru a evita toate 
paradoxele. 

O altă obiecție a fost adusă de Hărlen [1]: este imposi- 
bil a examina, în general toate formulele pentru a şti dacă 
ele conțin semne abreviative incorect introduse ; dacă între- 
buințarea unui semn abreviativ trebuie să fie întotdeauna 
însoțită de o demonstraţie de legitimitate, caracterul auto- 
matic al simbolismului ar fi distrus; pe de altă parte, o 
asemenea complicație ar fi mult mai dezavantajoasă în 
comparație cu teoria tipurilor. 

În tine, o altă obiecţie a fost făcută de Ackermann [1] 
care remarcă că observația lui Behmann asupra semnelor 
abreviative nu este suficientă, deoarece se pot obține para- 
doxe numai cu ajutorul cuvintelor „toți” și „există” (opera- 
torii de generalizare şi de existență), adică independent de 
utilizarea vreunui semn abreviativ. 


8. Soluţia lui Perelman 
Perelman studiază problema antinomiilor logico-mate- 


matice din punct de vedere strict logic. El a susținut în 
mod ferm că toate paradoxele sînt datorate unei greșeli de 
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logică pe care însă nu a putut s-o descifreze. Perelman a 
revenit de mai multe ori asupra afirmațiilor sale şi într-o 
ultimă comunicare [3], prezentată de M. Barzin, găsește că 
mecanismul erorilor comise în paradoxe poate fi înțeles 
dacă aducem paradoxele la o formă comună. Această formă 
comună este următoarea: 


(x) - — Rx xRa 


Adică : dacă un individ x nu are relația R cu el însuși, 
aceasta înseamnă că el are relația R cu o anumită entitate 
a. Această echivalență fiind valabilă pentru orice x, obținem 
pentru x =a: 


- aRa = aRa 


Am ajuns la o contradicție: propoziția „a are relația 
R cu a” echivalează cu propoziția „a nu are relația R cu a”. 

Examinînd acum un paradox oarecare, putem să-l re- 
ducem cu ușurință la această schemă dacă putem determina 
trei lucruri: cîmpul lui x, semnificația lui R și termenul a. 
Să luăm, de exemplu, paradoxul lui Russell, privind mul- 
țimea mulțimilor care nu se conțin ca element. Acest para- 
dox a fost deja prezentat. Există două feluri de mulțimi: 
cele care sînt propriile lor elemente și alte mulțimi, cele 
mai numeroase, care nu sînt propriile lor elemente. Dacă 
construim acum o mulțime din toate mulținiile care nu sînt 
propriile lor elemente, putem să ne punem şi pentru ea 
aceeași întrebare; dacă această mulțime este unul din pro- 
priile sale elemente, în acest caz ea nu poate fi unul din 
elemente, deoarece nu conține decît mulțimi care nu se 
conțin ; dacă această mulțime nu este unul dintre elementele 
sale proprii, atunci ea este unul din aceste elemente, conform 
definiției sale. Contradicţia este violentă. Schema se va 
aplica în felul următor: cîmpul x-ilor reprezintă mulțimile, 
semnificația lui R este : a fr element al şi, în sfirşit, termenul a 
este multimea tuturor multimilor care nu sînt unul din pro- 
Druile lor elemente. 

Această formă comună — scrie M. Barzin în prezenta- 
rea sa la comunicarea lui Perelman — este o propoziție 
falsă. Este o universală, iar o universală nu este adevărată 
decît în cazul în care e adevărată pentru toate valorile 


variabilei” 
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Aici, este limpede că această universală nu este adevărată 
pentru valoarea a, căci, dacă înlocuim pe x prin a, obținem 
—aRa = aRa, adică o contradicție. 

Principiul contradicţiei interzice punerea oricărei uni- 
versale, care are o contradictorie drept o valoare. Este 
suficient să regăsim printre premisele unui paradox o afir- 
mație corespunzătoare schemei de mai sus pentru a-l putea 
înlătura. 

Trebuie deci să împiedicăm ca x să ia valoarea 4, într-o 
asemenea echivalență, ceea ce se scrie: 


(x, fără a). —xRx=xRa 


Cu alte cuvinte, dacă există între două funcții logice 
oarecare e(x) şi V(x) o echivalență formală adevărată: 


(x) = v(x) 

ea împarte domeniul x-ilor în două clase de valori: cele 
care fac amîndouă funcţiile adevărate în mod simultan și 
cele care fac amîndouă funcţiile false în mod simultan. 
Cînd avem o echivalență obişnuită, această repartiție a 
cîmpului x-ilor exte exhaustivă, în timp ce, cînd utilizăm 
o echivalență cu valoare rezervată — numită de Barzin o 
cvasiechivalență, ca, de exemplu, 


(x, tără a) . —xRx=zRa 


domeniul x-ilor este încă împărțit în două clase, dar ter-: 
menul d nu mai figurează în clasificare. Nu mai avem o bire- 
partizare exhaustivă. 

Astfel, Perelman ajunge la o regulă prohibitivă care nu 
ajută rezolvarea problemei : pentru a nu ajunge la pro- 
pozițiile contradictorii trebuie să interzicem substituirile 
care conduc -la propoziții contradictorii ! 

Trebuie totuși să dăm dreptate lui Perelman care, după 
părerea noastră, este singurul care a avut intuiţia veritabilă 
a mecanismului logic al paradoxelor, fără să găsească, totuşi, 
soluția, deoarece problema este mult mai generală decît 
aceea pe care a pus-o el. Meritul lui Perelman este de a 
fi relevat trei puncte esențiale ale problemei: 

|. — toate paradoxele sînt datorate unor erori de 
logică ; 
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2. — universala (x) . — xRx = xRa este falsă în anu- 
mite cazuri, deci ea nu este universală; 

3. — principiul contradicției ne interzice să între- 
buințăm orice universală care are această formă, pentru 
care propoziția contradictorie —aRa=aRa este o va- 
loare. 

Lucru pe care nici un alt matematician nu l-a remarcat. 

Vom vedea, în cele ce urmează, că concluzia lui Perel- 
man este absolut adevărată, că ea nu poate fi obținută atît 
de ușor, deoarece este un caz particular al unei concluzii 
mult mai generale și că nu există puncte care trebuie 
elucidate. 


9. Teoria stratiijicării a lui Quine 


I,ogisticianul american W. V. Quine a încercat să con- 
struiască un sistem logic care să înlocuiască sistemul din 
Principia Mathemahca, menținînd însă toate teoremele 
acestui sistem. Sistemul său [1], pe care l-a* formulatîn 
1934, s-a izbit însă de dificultăți ce au fost semnalate de 
alți matematicieni şi logicieni, astfel că el a fost obligat 
să-l refacă în mai multe rînduri [2]. 

Teoria tipurilor este înlocuită în sistemul lui Quine prin 
teoria stratificării. În ce constă această teorie? 

Să considerăm un sistem formal care conține variabilele 
X, Y, Z, ..., indiferent de tipul lor (în sensul lui Russell) 
şi expresiile (funcțiile propoziționale), x(x), x(y), x(2),..., 
y(=), y(x), y(2), ..., z(x), z(y), z(2), ..., şi operatorii lo= 
gicii elementare. O expresie U va fi numită „stratificată” 
(stratified), dacă este posibil să numerotăm variabilele (li- 
bere sau legate), cu care este construită U, așa fel ca pentru 
oricare v(w) din U, variabilele v şi w să aibă numere con- 
secutive k + 1 şi k. După cum spune Beth ([1], p. 192), 
Quine nu face altceva decît să acorde o poziție privilegiată 
expresiilor stratificate, față de cele nestratificate în raport 
cu postulatele pe care le admite. Se admit astfel, de la în- 
ceput, expresii de forma x(x), y(x), z(z), etc., dar Quine 
adaugă principiul abstracției (din logica lui Russell) după 
care clasele de abstracție nu pot fi formate decît din cele 
stratificate. 
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. În felul acesta teoria tipurilor nu mai intervine direct 
în! | Ciotoi lui Quine, deşi restricțiile impuse echivalează 
cu! acelea pe care le exprimă teoria tipurilor. Mai mult, 
sistemul lui Quine nu a putut fi demonstrat ca fiind necon- 
tradictoriu, chiar sub forma perfecționată din 1943 ([3], 
ed. II). Quine a arătat că sistemul său perfecționat exclude 
şi antinomia lui Burali-Forti şi că permite să se fundeze 
aritmetica pe postulate pur logice. Cu toate acestea, nu se 
poate ști întrucît acest sistem evită oricare paradox posibil, 
cu atît mai mult cu cît admite idei paradoxale, care dacă 
nu sînt direct contradictorii, sînt greu de admis, cum este 
existența unei clase universale care conține absolut orice, 
indivizi, clase și, mai mult, se conține singură |! 


10. Sistemul logice al lui Alonzo Church 


Church construiește un sistem logic lbazat pe o serie 
de postulate, între care cele mai importante se referă la 
uzul variabilelor reale şi la principiul terțului exclus. 

Mai întîi, Church [1] renunță la întrebuințarea variabi- 
lelor lhbere. De exemplu, identitatea algebrică 


la(b + c) =ab + ac (1) 


nu poate da o propoziţie definită, dacă nu 'adăugăm ce valori 
iau variabilele a, b, c, care pot fi numere reale, complexe, 
sume de serii etc., și de fiecare dată substituirea unor nu- 
mere date, în locul lor, ne va duce la alt înțeles. 

De aceea, Church (1) crede că adiția verbală trebuie 
exprimată direct în formulă. În cazul nostru avem: 


R(a)R(b)R(C) Dapca(b + c) = ab + ac! (2) 


Aici simbolul „R” înseamnă predicatul „număr real” ; 
dacă a, b, și c sînt numere reale, pentru.oricare a, b și c 
identitatea (1) este valabilă. În telul acesta nu mai avem 
variabile libere, dar simbolismul se dublează. 

Church crede că nu există altă ieșire, dacă voim să fim 
stricți, decit abandonarea totală. a variabilei libere. Se 
vede însă ce legătură există între această idee și paradoxe. 
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Intr-un paradox am găsit, de exemplu, echivalența gene- 
rală : 


(9)-P(o) = — ele) 


Variabila e poate lua orice valoare şi nu cere nici o indicație 
în ce privește entitățile logice ce 1 se pot substitui. 

În al doilea rând, Church introduce o restricție în legea 
terțului exclus. Această restricție constă în a admite axio- 
matic că o funcție propozițională f(x) poate să nu fie — 
pentru unele valori ale variabilei x — nici adevărată și nici 
falsă. Pentru o asemenea valoare a lui x, va trebui să presu- 
punem că f(x) este nedefinită și nu exprimă nimic. 

Trebuie să observăm, o dată cu Church ([1], p. 349), 
că sistemul acesta, care se constituie logic cu ideile lui pri- 
mitive şi axiomele lui, introducînd o restricție în legea ter- 
țului exclus, are analogii cu logica lui Brouwer-Heyting. 
Cele două sisteme nu sînt identice, din cauză că nu elimină 
aceeași parte a acestui principiu. Legea dublei negații este 
valabilă î în logica lui Church și nu este în aceea intuiţionistă. 

În afară de aceasta, concepţia generală despre logică 
este alta la Church și alta la Brouwer. 

Church nu acordă un caracter de unicitate sau de adevăr 
absolut unui sistem de logică. Entitățile logicii formale sînt 
abstracții și depind de alegerea arbitrară a inventatorului. 
Ele servesc numai la descrierea și sistematizarea fap- 
telor de experiență sau de observație. După cum pot 
exista mai multe geometrii pentru descrierea spațiului, 
tot astfel, crede Church, există mai multe sisteme de logică, 
și dintre aceste sisteme unul poate fi mai convenabil decît 
altul: „but st cannot be said that one 1s right and the other 
wrong”. Aceasta este de fapt poziția lui Poincare în fața 
geometriilor neeuclidiene, și în general în fața teoriilor 
științifice, şi este adoptată de Church și pentru. logică, ca 
de altfel de toți acei care au creat logici polivalente, după 
cum am văzut: Lewis, Lukasiewicz, Heyting, Paulette 
Fevrier, ]. L. Destouches etc. 

În consecință, logica trebuie dezvoltată în mod pur 
formal, fără să atribuim vreun înțeles simbolurilor. 

Postulatele inițiale trebuie să definească sistemul logic 
ca o structură formală şi, în dezvoltarea acestei structuri, 
referința la eventuale aplicații este irelevantă. 
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„În ceea ce privește paradoxele, eliminarea unui număr 
dintre ele prin acest sistem se face, tot printr-o restricție. 
O restricție făcea și Russell, prin introducerea unei limitări 
a valorilor posibile pentru argumentul unei funcții ; Church 
introduce această limitare chiar prin axiomele inițiale ale 
sistemului logic (restricția terțului exclus). Cu toateacestea, 
după cum a arătat însuşi Church ([1], II), sistemul său 
conducea la contradicții. Mai tîrziu, Church [2] a izbutit 
să construiască un sistem — așa-numitul calcul A-con- 
vevston — liber de contradicții. | 

În urmă, Church [3] a construit un alt calcul funcțional, 
Fo, care încorporează teoria tipurilor sub forma ei simplă. 


11. Sistemul logie independent de teoria 
tipurilor al lui W. Ackermann 


T,ucrarea lui Ackermann se leagă de cercetările lui Beh- 
mann și Church, pe care însă le depășește. Ideea principală a 
lui Ackermann este stabilirea precisă a noțiunii de „expresie 
cu sens”. Spre deosebire de Russell, care limitează valorile 
argumentului unei funcții prin teoria tipurilor, prin ceva 
exterior predicatelor înseși, Ackermann [l| limitează 
domeniul de valori ale unui predicat prin însăși definiția 
lui. In felul acesta ne întrebăm: 

a) cînd o expresie fără variabilă liberă reprezintă o 
propoziție? | 

b) cînd reprezintă o expresie cu variabile libere un pre- 
dicat ? = 

Răspunsul îl găsim în următoarele idei, care nu sînt 
axiome, ci numai idei primitive: 

I. O expresie OI fără variabilă liberă are sens cînd ac- 
ceptă una dintre valorile de adevăr, adevărat sau fals. 

La a doua întrebare, răspunsul este următorul: orice; 
predicat YU (x) are un anume domeniu de definiţie. 

Dacă se substituie predicatului un lucru din acest dome- 
niu, se naște o propoziție adevărată sau falsă, deci cu sens. 
Așadar: 

II. O expresie cu variabile libere reprezintă un predicat 
cînd din ea rezultă, prin înlocuirea variabilelor, o propoziție, 
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adică, dacă prin substituție ea capătă valoarea „adevărat” 
sau „fals”. 

III. Există un predicat şi un lucru, aşa că dacă înlocuim 
lucrul în predicat, obținem o propoziţie. 

IV. Semnele abreviative nu pot fi introduse decît dacă 
pot fi eliminate. Aceasta este concluzia lui Behmann. 

Se vede că aceste idei nu sînt suficiente pentru a stabili 
sensul oricărei expresii. De aceea, Ackermann introduce — şi 
în aceasta stă importanța sistemului său — ideea de demon- 
strație pe care o ataşează ideii de sens. 

Ideea că demonstrabilitatea unei formule este o proprie- 
tate a formulei aparține lui G6del, după cum s-a văzut. 

După ce-și dă axiomele și regulile de demonstrație, 
Ackermann conchide: 


O formulă Y fără variabilă liberă se numeşte o ex- 
presie — sau o propoziție, cum se spune în cazul acesta — 
atunci și numai atunci cînd părțile componente ale lui 
9| sînt părți constituente ale unei formule demonstrabile. 

2. O formulă Y| (x) cu o variabilă liberă se numește o 
expresie, atunci și numai atunci cînd (Ex). [(A(x)v — X(x)) 
este demonstrabilă (cînd se poate demonstra că există un 
x pentru expresia 9] (x) este adevărată sau falsă). 


Cu aceasta, Ackermann izbutește să construiască o 
logică, unde expresiile paradoxale nu mai pot apărea, dar 
nu din cauză că sînt eliminate printr-o axiomă suplimentară 
— cum se întîmplă, de exemplu, cu ajutorul teoriei tipurilor 
— cl fiindcă expresiile cu sens sînt riguros definite. Ne- 
introducînd nici o restricție față de principiul terțului exclus, 
progresul este destul de important în comparație cu sis- 
temul lui Church. 

Și în acest sistem, caracterul artificial al soluției este 
evident. Simplul fapt că ne aranjăm ideile primitive și 
axiomele așa fel ca paradoxele să nu apară nu este o soluție. 


12. Cercetările lui Bocivar 


D.H. Bocivar [1] a dat o demonstrație a condiției for- 
mulate de Behmann. Logicianul rus construiește un sistem 
formal căruia nu îi atașează teoria tipurilor și care poate 
înlocui foarte bine sistemul din Principia Mathematica şi 
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este mai simplu. Neţinînd seama însă de teoria tipurilor, 
antinomiile apar ușor în sistemul său. Bocivar arată că 
apariția antinomiilor se datoreşte admiterii tacite sau expli- 
cite a unui postulat formal, care tocmai infirmă exi- 
gența lui Behmann. Așadar, dacă se renunță la acest pos- 
tulat, sistemul formal care rămîne este lipsit de contradicție. 
Care este acest postulat? Dacă considerăm, în sistemul 
construit de Bocivar, definiția 


F(Ș) = = (0) Def. (1), 


aceasta conduce imediat la paradox. Însă se derivă din 
(1) echivalențele : 


(e) -F(e) = — e(9) (2) 
(AV) - (e) -V(9) = — ele) (3) 


Dacă, prin urmare, introducem definiția (1), apelăm 
“tacit la postulatul de existență (3): „există yV pentru care 
echivalența considerată este adevărată”. Postulatul (3) nue 
decât o formă particulară a postulatului mai general, cu 
mai multe variabile : 


(219) - (p2)(2)...(9r) - Vip pa, e... e) (4) 
= — pl, pa, ..., 4) 


Este evident că pentru a deriva din definiția (1) parado- 
xul cunoscut, admitem în mod tacit sau explicit postulatul 
(3) sau sub forma lui generală (4), că există y pentru care 
echivalența respectivă este adevărată. Prin urmare, dacă 
renunțăm la postulatul (4), ceea ce se justifică, pe baza 
observației lui Behmann, Că nu există expresia formală a 
cărei abreviere este V, deci y nu satisface condiția pasca- 
liană a definiției, antinomia lui Russell şi celelalte antino- 
mii analoge sînt eliminate. 

Bocivar demonstrează că sistemul ce se obține, excluzînd 
din sistemul său orice aplicație a postulatului (4), este necon- 
tradictoriu, şi deci observația lui Behmann este suficientă 
pentru a înlătura paradoxele. 
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13. Sistemele axiomatice ale teoriei mulțimilor 


În prezenţa dificultăților provocate de teoria mulțimilor 
ȘI, în special, provocate de antinonuiile apărute în interiorul 
acestei teorii, matematicienii au recurs la metoda axioma- 
tică pentru a limpezi, pe de o parte, concepțiile care stau 
la baza teoriei mulțimilor, iar pe de alta, pentru a separa şi 
exclude propozițiile care duc la paradoxe. Georg Cantor 
acceptase noțiunile cu ajutorul cărora și-a construit teoria 
fără prea multe scrupule logice, creînd astfel o teorie care 
este numită, de atunci, teoria naivă a mulțimilor. Metoda 
axiomatică care separă în mod strict noțiunile primitive de 
noțiunile definite, axiomele unui sistem de propozițiile 
derivate, care distilează, pentru a spune așa, o teorie de- 
ductivă, se dovedise a fi un instrument util și fecund de 
cercetare prin lucrările lui Hilbert; ea apărea deci ca cea 
mai indicată pentru a pune ordine într-o teorie în care -dez- 
ordinea începea să se instaleze. Astfel! s-au născut sistemele 
axiomatice ale teoriei mulțimilor. Două sisteme, care căutau 
să elimine paradoxele, au fost publicate în 1908, unul datorat 
lui Russell, celălalt, lui Zermelo. 


Nu vom intra în amănuntele acestor teorii, pentru că 
ceea ce ne interesează este soluția logică a problemei anti- 
nomiilor și nu faptul că ea este evitată de un grup de noțiuni 
primitive și de axiome, ceea ce nu reprezintă o soluție logică, 
după cum am afirmat mal sus.j 


Sistemul lui Russell este bazat pe teoria tipurilor, pe 
care am expus-o pe larg și pe care Hao Wang [1] o prezintă 
ca fiind un sistem axiomatic. 


Sistemul lui Zermelo[2] pleacă de la un punct de vedere 
complet diferit de cel al lui Russell. Autorul construiește 
un sistem de axiome din care putem deriva toate propozițiile 
teoriei mulțimilor, într-un mod formal şi explicit. Dar el are 
nevoie şi de axiome care sînt dificile de admis ca, de exemplu, 
axioma alegerii. 

Cele două sisteme au suportat de atunci modificări şi 
perfecționări datorate fie autorilor lor, fie lucrărilor lui 
Ramsey, Wittgenstein, Carnap etc. (pentru sistemul lui 
Russell) sau lucrărilor lui Fraenkel, Skolem, von Neumann, 
Bernays etc. (pentru sistemul lui Zermelo). 
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Care este ideea directoare a lui Zermelo? Vom cita o 
excelentă caracterizare a acestui sistem, dată de Hao Wang 
([1], p. 15): 

„Principiul central al construcției lui Zermelo pare 
foarte asemănător cu ideea originală prin care Cantor 
explică paradoxele și poate fi considerată ca fiind ceea ce 
Russell numește o teorze de limitare de mărime. Există deci 
anumite procedee care se reproduc și care sînt legate de 
anumite proprietăți, astfel că, fiind dată o clasă de termeni 
avînd aceste proprietăți, este întotdeauna posibil să definești 
un nou termen avînd și el această proprietate. Dacă vrem să 
conținem toți acești termeni într-o unitate închisă (o mul- 
țime), ne izbim de contradicții care seamănă cu antinomiile 
lui Kant. 

Remediul constă în a presupune că termenii care iau 
naștere printr-un astfel de procedeu nu pot forma o mulțime 
ŞI în a pune anumite restricții generale asupra mărinmiii 
multiplicităților care pot fi considerate ca fiind mulțimi. 
Sistemul lui Zermelo oferă un enunț precis al acestor li- 
mite.” 

Principiul lui Zermelo, care de altfel este principiul 
oricărei metode axiomatice a teoriei mulțimilor, constă deci 
în accepta în mod inițial noțiuni și axiome alese în mod apro- 
piat, în așa fel încît paradoxele să nu poată apărea. Ceea 
ce poate fi explicat mai pe scurt: Qw'on s'arrange!... Cea 
mai mare dificultate, în afară de procedeul complet conven- 
țional al „aranjamentului” și axiomele suplimentare care 
trebuie admise pentru a putea deriva din axiome teoremele 
teoriei mulțimilor, constă în a demonstra non-contra- 
dicția sistemului construit, adică exact problema care era 
în cauză! 

Insatisfacția intelectuală pe care o resimțim față de 
asemenea „axiomatizări” se vădeşte mai ales în eforturile 
necontenite de perfecționare a vechilor „axiomatizări” sau 
de construcție de noi sisteme. 

Artificiul formal al lui Zermelo, prin care el credea că 
evită paradoxele, este următorul: ca idei primitive ale 
sistemului său axiomatic, el acceptă, în mod special, două: 
ideea de mulțime reprezentată prin una din variabilele 
X, y, Z, ..., ŞI semnul „€” de apartenență. Aceste idei 
nu sînt definite. 
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Altfel spus, în loc de a pleca de la indivizi, de la ele- 
mentele unei mulțimi sau clase şi de a forma apoi clasa 
respectivă, Zermelo pleacă de la ideea de clasă, ca idee pri- 
mitivă, idee care trebuie supusă anumitor restricții axioma- 
tice, în așa fel încît paradoxele să poată fi evitate. Aceste 
axiome sînt în număr de opt, capabile, după cum susține 
Zermelo, să lase în afara sistemului său paradoxele și să 
permită, de asemenea, deducerea tuturor teoremelor aces- 
tei teorii. 

Toate aceste axiome sînt mai mult sau mai puțin în- 
doielnice, dar există una, axroma multimii submultimilor 
care afirmă că, fiind dată o mulțime, mulțimea submul- 
țimilor există, ceea ce este pur şi simplu fals, aşa cum 
o vom demonstra la capitolul „Concluzii” al acestei lu- 
crări (cel puțin în această formă generală). 

Ce reprezintă un asemenea sistem din punct de vedere 
logic? Răspunsul este formulat, într-un mod izbitor, de 
către Hao Wang [1]: „Asemenea modele ajută imaginația 
să sesizeze schema conceptuală a sistemelor formale, dar 
nu ne ajută în nici un fel să eliminăm aspectele îndoielnice 
(ca de exemplu, definițiile nonpredicative) ale teoriei mul- 
țimilor”. 

Sistemul lui Zermelo a fost completat de către Fraenkel 
cu cea de-a noua axiomă, axioma substituției. 

În sfîrşit, sistemul lui Zermelo-Fraenkel a fost perfec- 
ționat prin teoria axiomatică a teoriei mulțimilor a lui von 
Neumann-Bernays. 


14. Alte cercetări 


Am menționat principalele soluții oferite în problema 
paradoxelor logico-matematice ; desigur, nu am putut 
trece în revistă toate încercările ce s-au făcut în această 
direcție, cum sînt cele ale lui H. Scholz, Schânfinkel, Rleene, 
von Neumann, Bachmann, FE. B. Fitch, R. Goodstein etc., 
toate căutînd să introducă diverse limitări prin abandona- 
rea teoriei tipurilor. 

O altă serie de cercetări s-au îndreptat într-o altă di- 
recție, scrutînd mai mult noțiunile care intră în jocul para- 
doxelor decît mecanismul lor. 
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În această ordine de idei, A. Reymond ([1], p. 149) 
distinge între noțiunea logică de mulțime și mulțimile 
matematice o diferență ca de la speță la gen. Fie dar, după 
Reymond, a, b, c, ..., noțiunile matematice și E, mul- 
țimea lor ca fapt matematic, perceput pur și simplu. Noţi- 
unea acestei mulțimi va fi indicată cu e și vom putea 
scrie :. 


E(a, b, c, ...,e). 


„Paradoxul dispare — scrie Reymond — în felul acesta, 
căci dacă mulțimea conține propria sa noțiune ca al .n-lea 
element, rămîne totuşi o pluralitate; de fapt (E) distinctă 
de noțiunea acestei pluralități”. 


În acelaşi mod, Zaremba [1] crede că poate elimina 
paradoxele prin introducerea unei deosebiri între noțiunea 
de mulțime sau de clasă și aceea de categorie, pe care le 
definește de altfel destul de imprecis. Confuzia dintre aceste 
două noțiuni — de clasă şi de categorie — ar duce, după 
Zaremba, la antinomii. 

Examenul noțiunii de mulțime infinită a făcut să apară 
şi alte concluzii în problema antinomiilor cantoriene. Se 
ştie că Gauss şi Poincare afirmaseră că nu există în mate- 
matici un infinit actual, ci numai un infinit potențial. Pe 
baza acestei concepții se puteau înlătura mulțimile infinite 
şi, o dată cu ele, și paradoxele corespunzătoare. Această: 
soluție nu este însă satisfăcătoare, după cum nu este satis- 
făcătoare afirmația pur şi simplu că dacă o mulțime duce 
la propoziții contradictorii ea nu există. O astfel de soluție, 
care eludează dificultatea, dar nu o rezolvă, a fost propusă, 
de exemplu, de ]. Kânig [1] şi apoi, mai amplu, de Miri- 
manoff [1] şi [2]. Aceasta este, de altfel, și concluzia lui 
Gonseth [1]: definițiile primitive trebuie amendate printr-o 
clauză accesorie, anume că nu sînt valabile decît în domeniile 
unde nu implică contradicție. Noţiunea de mulțime ar fi 
după Gonseth o noțiune „mult mai complexă, asupra căreia 
nu posedăm toate luminile dezirabile”. 

Aceste distincții nu sînt concluzii riguroase, ci numai 
discriminări mai mult sau mai puțin arbitrare, şi deci 
nu pot aduce niciun progres în căutarea adevăratei soluții 
a paradoxelor. 
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Tot o astfel de distincție face Hugo Dingler [1] între 
logica pasivă şi logica activă. Să scriem pe o foaie de hîrtie 
propoziția „Pe această foaie de hîrtie se află o propoziție 
falsă” (care e o tormă a paradoxului mincinosului) dacă 
această propoziție este adevărată, atunci ea este falsă și 
dacă este falsă atunci ea este adevărată. Ce remarcă Dingler? 
O propoziție (A), că un enunț este fals, se bazează pe un 
enunț pasiv (B). Ultimul trebuie să fie totdeauna prezent 
pentru ca (A) să poată ti afirmat. Dingler conchide, pe baza 
unei propoziții pe care o susține în altă parte, anume a uni- 
tății conștiinței şi după care este imposibil ca cele două 
enunțuri (A) și (B) să existe simultan în conștiința noastră, 
că vrem să exprimăm deodată propoziția care judecă mai 
înainte să putem judeca. 

Într-adevăr, cînd scriem propoziția „această propoziţie 
este falsă”, ea este judecată critic nu după ce a fost enun- 
țată, ci ea însăşi exprimă judecata critică asupra ei (că e 
falsă). Dingler conchide: „Propoziția care urmează să fie 
judecată nu poate fi identică niciodată cu propoziția care 
judecă”. Această concluzie are raporturi directe cu teorema 
lui Carnap şi Tarski, că nu e posibil să se definească adevă- 
rul și falsul în chiar sistemul (limba) în care aceste noțiuni 
se aplică, ci numai într-un metalimba]. 

Tot în sensul acesta încearcă Francois Moch [1] să re- 
zolve paradoxele introducînd noțiunea de „timp logic”. 

Moch crede că nu putem evita paradoxele făcînd uz de 
o logică bivalentă şi că, în fapt, noi facem uz de o logică 
trivalentă a cărei a treia valoare nu a fost denumită. 
Această a treia valoare a propoziţiilor este denumită de 
Moch « înconcevable» care în fond este „absurdul” din lo- 
gica trivalentă a d-nei Paulette Fevrier — Destouches. 
Moch crede că poate scăpa de dificultățile pe care le im- 
plică toate aceste paradoxe dînd logicianului locul lui prin- 
tre propoziții, creînd astfel un „timp logic” al fiecărei 
propoziții, sau teorii; „/nstant logique” al unei propoziții 
sau teorii va fi orice ansamblu de atitudini luate față de 
toate propozițiile din T, dacă aceste atitudini sînt compa- 
tibile cu logica trivalentă construită de Moch. „Les 7n- 
stants logiques” variind, logicianul știe sau nu ştie dacă va 
fi posibil: sau imposibil să fie de acord sau să nu fie de 
acord cu o propoziție dată, sau să o găsească « nconcevable ». 
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Nu vom merge mai departe cu examenul diverselor 
variante ale acestor tentative, ca cele ale lui H. Scholz, 
F. Bachmann, St. C. Kleene etc. Nu era în intenția noas- 
tră de a face un istoric al problemei: am vrut numai să 
prezentăm problema în toată gravitatea sa și, de aseme- 
nea, prin principalele soluții încercate, în amănuntele lor, 
să ușurăm înțelegerea celor ce vor urma. 

Pentru a conchide această expunere, vom spune că 
problema antinomiilor se găseşte actualmente în același 
punct în care o lăsase Russell. După cum remarcă foarte 
bine A. Fraenkel [3]: 

„... în stadiul actual al științei, putem cel puțin să 
afirmăm aceasta: în ceea ce priveşte rezolvarea anti- 
nomiilor logice, poziția adoptată de Russell, în primii zece 
ani ai acestui secol, nu ar putea fi considerată ca depășită”. 


15. Soluţiile logicienilor seolastiei 


Am dori să atragem, în mod succint, atenția asupra 
soluțiilor date de logicienii Şcolii în problema paradoxelor 
cunoscute de ei şi care conțin observații foarte interesante, 
pe care le vom regăsi în soluția noastră. 

Două probleme au preocupat cu deosebire pe logicienii 
evului mediu (în această ordine de idei): 1) problema par- 
ticulelor  logico-gramaticale numite Syncategoremata ; 2) 
problema paradoxelor numite Insolubiha, în centrul căreia 
se găsea antinomia mincinosului cu toate variantele sale. 

Particulele syncategoremata (particule gramaticale de 
legătură, prepoziții, conjuncţii, forme de flexiune etc.) nu 
au nici un sens autonom, ci numai în legătură cu concepte 
care au un sens independent — categoremata. 

Toţi logicienii din această epocă s-au ocupat de aceas- 
tă problemă, care capătă treptat o importanță extra- 
ordinară devenind, de exemplu, în comentariul lui Ioan- 
nes Magistri la Summulae ale lui Petrus Hispanus, un tra- 
tat, despre Syncategoremata, al optulea tratat al lui Pe- 
trus Hispanus. | 

Aceste syncategoremata sînt, în special: omnrs, nullus, 
mihail, uterque, neuter, non, totus, qgualhishbet, quantusque, 1n- 
fimtus etc. 
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Să considerăm una dintre aceste syncategoremata, de 
exemplu tot (= omnis). Petrus Hispanus constată că există 
o semnificație colectivă a lui omus, ca în exemplul 
„omnes apostoli de: sunt duodecim” ; dar există, de aseme- 
nea, un sens distributiv al lui opus, mult mai interesant, 
care are semnificația unui mod general de a fi (znzver- 
saliter), ca de exemplu, în propoziția cu care începe Me- 
tafizica lui Aristotel — „Omnes homines naturahiter scire 
desiderant”. Atunci ce semnificație are acest semn (s7g- 
num), cuvîntul omms? se întreabă Petrus Hispanus. Se 
vede, spune el în argumentarea pro, că el nu semnifică nimic, 
deoarece fiecare lucru este universal sau particular, dar 
omnis nu semnifică nici universalul, nici particularul. În 
consecință, omms nu este predicabil nici pentru unul sin- 
gur, nici pentru mai mulți și deci nu are nici o semnifi- 
cație. Urmează apoi argumentația contra, după obiceiul 
timpului. Dacă omus nu are nici o semnificație, suprimarea 
acestei particule sau adăugarea ei într-o propoziție nu ar 
putea să provoace adevărul sau falsitatea ei, deci propo- 
ziția adevărată „animal est homo” nu suferă nici o modifi- 
care în valoarea sa de adevăr dacă i se adaugă omus; 
prin urmare „0omne animal est homo” — ceea ce este fals. 
Soluția scolasticilor este următoarea: omns nu are aici 
semnificația universale, ci universaliter, ceea ce face ca 
ermenul comun — substantivul — să reprezinte toți ter- 
menii săi inferiori ; deci nu e vorba de o colecție nouă care 
ar fi formată prin adăugarea cuvîntului omnis care, în 
acest caz, are numai un sens distributiv şi nu unul colectiv. 

În același fel se rezolvă alte sofisme datorate particu- 
lelor nullus, nihil, mfimius etc. De exemplu, în Logica 
Magna a lui Paulus Venetus (+ 1428) găsim două sensuri 
pentru mfinitum, unul categoremahc iar celălalt, synca- 
tegorematic : „Infimtum tenet categoremahce, quando Brinci- 
Dale verbum determinare non potest ; syncategorematice gquan- 
do determinat” (Infinitul este considerat în mod categore- 
matic cînd nu poate determina verbul principal; în mod 
sincategorematic, cînd îl determină). 

Logica contemporană s-a izbit, așa cum am văzut, de 
dificultăți create tocmai de cuvintele omns, nullus etc, 
adică, în termenii actuali, de operatorii de generalizare și 
de existență. Problema generală a paradoxelor, așa cum 
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a fost formulată de Russell, constă în a ști dacă putem în- 
totdeauna să formăm o clasă luînd particula omunis în toată 
generalitatea sa, în sensul său colectiv, ceea ce conduce 
în anumite cazuri la paradoxe. Această problemă este deci 
problema particulelor  logico-gramaticale —  syncategore- 
mata —, căreia scolasticii i-au dat o soluție. Dacă, de 
exemplu, ținem seama de sensul distributiv al cuvîntului 
m finitum sau omnis în paradoxul lui Burali-Forti sau în 
cel al lui Cantor, aceste paradoxe nu mai pot apărea: în 
„seria tuturor seriilor ordinalelor”, cuvîntul futuror avînd 
un sens distributiv, nu mai avem o nouă serie care să 
definească numărul ordinal O; în „mulțimea tuturor mul- 
țimilor” cuvîntul tuturor avînd un sens distributiv, el nu 
determină o nouă mulțime etc. 

Dacă adîncim gîndirea scolastică, găsim că aceste syn- 
categoremata, neavînd un sens autonom, primesc Sensuri 
accidentale şi logicienii scolastici au exprimat în mod lim- 
pede această observaţie, lucru pe care-l apreciem ca fiind 
extrem de important pentru soluția paradoxelor. Vom găsi 
această observație și pe o altă cale. Din păcate, tratatele 
de logică ale scolasticilor nu ne indică cu precizie împre- 
jurările în care apare sensul distributiv sau accidental al 
acestor syncategoremata. 

Am menționat deja cea de-a doua problemă — InNS0lu- 
biha — şi importanța pe care ea o are în tratatele de lo- 
gică scolastice. 

Printre cele 15 moduri de rezolvare a paradoxului min- 
cinosului (şi variantele sale), citate de Paulus Venetus, 
găsim unele asemănătoare cu cele încercate de către logicienii 
contemporani. Vom examina mai de aproape o singură solu- 
ție, cea expusă de Petrus d'Ailly (1350— 1425). în Trata- 
tul său despre Insolubrha. Autorul recunoaște că, din att- 
tea soluții oferite în problema Insolubilza nici una nu l-a 
satisfăcut. Dificultatea, pentru el, ar consta în două cauze: 

1. o cauză generală a adevărului sau falsului unei pro- 
poziții ; 

2. a doua, de natură specială, se referă la adevărul sau 
falsul propoziţiilor care au reflecţie asupra lor însăși — 
reflexionem habentiam supra se. 

În ceea ce priveşte primul punct, două lucruri sînt de 
văzut: mai întîi care este propoziția — proprie dicta şi 
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care este propoziția tulsă. În ceea ce priveşte al doilea 
punct, sînt, de asemenea, două lucruri de văzut: care este 
propoziția care are reflecţie asupra ei însăşi și care sînt 
cele corespondente care de obicei sînt numite znsolubila 
(punctul de vedere metalogic contemporan). Pentru a se 
putea orienta cu precizie, Petrus d Ailly împarte propozi- 
țiile în trei categorii (diviziune care îşi are originea chiar 
în Organon-ul lui Aristotel și este acceptată de Occam): 

1. propositio mentalis ; 

2. propositio vocals ; 

3. Ppropositio scripta. 

Ultimele două categorii de propoziţii sînt subordonate 
imediat și în mod egal primei categorii: numai proposst10 
mentalis, care este deasupra diferențelor lingvistice și de 
expresie, are un sens esențial, care îi dă posibilitatea de a 
fi adevărată sau falsă. În această concepţie, această 1nso- 
lubilitas nu prejudiciază cu nimica raționamentul mental, 
dar poate apărea în propoziții mentale improprii și, mal 
ales, în propozițiile scrise sau pronunțate. Soluția insolu- 
bilelor consistă atunci în observația, așa cum o rezumă 
foarte bine Prantl [1], „că în urma paralelizării făcute între 
un raționament oral (sau scris) și cel mental corespunză- 
tor, propoziția insolubilă apare, cînd adevărată, cînd falsă, 
ea fiind, de fapt, numai aparentă”. Petrus d'Ailly afirmă 
direct : „Nici o propoziție mentală nu poate afirma prin ea 
însăși că este adevărată sau falsă” (Nulla proposrtio menta- 
ls proprie dicta potest habere veflexionem supra se 1psam). 
Dar putem scrie sau pronunța orice propoziție . care atri- 
buie o valoare de adevăr unei propoziții mentale, ca de 
exemplu: „Algua propositio mentalis est falsa” 

Se vede deci că această soluție nu este altceva decît 
soluția metalogică contemporană, după care adevărul sau 
falsul unei propoziții nu poate fi exprimat în sistemul 
logic în care a fost formulată, ci într-un alt sistem logic 
care vorbește de propozițiile primului. 

Bineînțeles, există printre cele 15 soluții ale Scolas- 
ticilor alte soluții interesante care rezolvă sofismul minci- 
nosului fer fallaciam figurae dictioms, per fallaciam secun- 
dum non causam etc. 

Vom atrage în mod special atenția asupra celei de-a 
cincea soluții, după care o propoziție znsolubilă nu spune 
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Dimic : „Quinta pont, quod Socrate dicens, se 1psum dicere 
falsum, mihail dicit”. 

Vom vedea că soluția logică a paradoxelor, așa cum o 
vom expune mai departe, duce finalmente la această a 
cincea soluție a logicienilor scolastici. 

(Bochenski, în Formale Logrk, atribuie această soluție 
lui  Chrysippos, bazîndu-se pe un fragment al celebrului 
dialectician, a cărei traducere estei însă, destul de îndoiel- 
nică.) 


16. Observaţii generale 


Vom încheia expunerea noastră asupra principalelor so, 
luții propuse în problema antinomiilor logico-matematice 
pe care am făcut-o cît mai succint posibil, cu observațiile 
următoare : 

1. Toate soluțiile, chiar cînd ele derivă din considerații 
strict logice, au degenerat în reguli prohibitive, în limi- 
tări convenționale ale formalismului, fără nici o justificare 
logică. 

2. Nici una din aceste soluții nu ia în considerație fap- 
tul capital că în orice paradox obținem o contradicție și 
că, din această cauză, principiul contradicției este com- 
promis de către aceste probleme, cum o vom dovedi în 
mod direct. Ar fi trebuit urmată pista erorii pe calea prin- 
cipiului contradicției dacă se urmărea într-adevăr găsirea 
originii sale, iar nu pe calea principiului terțului exclus 
(un singur logician a făcut o remarcă analogă — Ch. Perel- 
man). 

9. E de presupus că dacă s-ar fi aprofundat gîndirea 
logicienilor scolastici s-ar fi putut descoperi mai curînd 
soluția contradicțiilor, dat fiind că avem astăzi mijloace 
logice mai precise decît cele pe care le posedau ei. 

Trebuie, de asemenea, remarcat să soluția dată de Rich- 
ard, recunoscută de Poincare [1] ca fiind „soluția adevă- 
rată” şi „care e adevărată și pentru celelalte antinomii”, 
trebuia luată în serios și examinată, şi ea, mai de aproape; 
din păcate, nimeni, afară de Poincară, nu a acordat atenția 
cuvenită explicației date de Richard care, așa cum vom vedea 
în cele ce urmează, conține în embrion soluția veritabilă. 
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(Trebuie, de asemenea, menționat L,ucas de Pesloiian [1], 
care s-a alăturat opiniei lui Richard). Tenacitatea cu care 
matematicienii s-au cramponat de „insolubilitatea” para- 
doxelor apare cu totul inexplicabilă, cînd poziția normală 
ar fi trebuit să fie căutarea cu orice preț a unei soluții 
logice, căutînd-o şi aprofundînd-o acolo unde ea se găsea, 
chiar sub o formă imperfectă. Este cazul soluțiilor logicieni- 
lor scolasticii, al lui Richard și Poincare și chiar al soluției 
embrionare a lui Perelman. Aşa cum spune Poincare ([2], 
p. 137): ,„ ... e1 (matematicienii) ar fi putut evita cu 
ușurință cursa în care au căzut; sau, mai exact, şi-au 
întins ei înșiși cursa în care s-au amuzat să cadă, şi încă 
au fost obligați să fie foarte atenți penţtru a nu cădea 
alături de cursă” 

În sfîrşit, nu ne putem împiedica a face o observaţie 
generală relativă la un caracter generalal tuturor soluțiilor. 

Ribot a examinat în Logica sentimentelor modul în care 
se înlănțuiesc sentimentele și acțiunile corespunzătoare în 
cazurile în care logica nu funcționează după regulile sale 
normale. 

Așa cum remarcă LI. Couturat [1], e mai puțin vorba 
de o logică a sentimentelor cât de o logică a lor. În logica 
obișnuită se pleacă de la premise și se ajunge; conform 
legilor raționamentului, la concluzie, sau, dacă concluzia 
pare problematică, se caută justificarea ei și deducerea ei 
din premisele deja recunoscute ca fiind adevărate. „În lo- 
gica sentimentelor — scrie Couturat —, dimpotrivă, con- 
cluzia este determinată de la început, ea este dorită, voită 
și crezută în virtutea motivelor anterioare demonstrațiilor 
logice, motive chiar mai puternice decît demonstrațiile ; 
se pleacă întotdeauna de la concluzie și se caută premisele 
prin care ea poate fi justificată”. Cu alte cuvinte, nu pre- 
misele sînt cele care transmit adevărul concluziei, ci, de 
data aceasta, concluzia face ca premisele să fie adevărate. 
Analogia dintre procedeul logico-sentimental, descris de 
Ribot, şi procedeul logicienilor care caută totdeauna ax1o- 
me sau premise capabile să elimine o concluzie paradoxală 
ne apare izbitoare. În acest caz, de asemenea, se pleacă 
de la o concluzie voită, dorită, aceea de a evita para- 
doxele, și se caută premisele care ne-ar putea da un sis- 
tem logic lipsit de contradicție. 


ga 
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CONSTRUCŢIA UNOR NOI PARADOXE 


Pentru a explicita mecanismul logic real al paradoxe- 
lor vom construi o serie de paradoxe noi, de un tip mai 
general decit cele cunoscute pînă acum. 


g. Paradoxul compatibil-incompatibil 


Să considerăm toate predicatele și să le scriem într-o 
ordine oarecare, de exemplu, în ordinea lexicografică (în- 
tr-o limbă la alegere), numerotindu-le în această ordine: 
P,, Pp, Ps, ..., Pa. Să considerăm din nou aceleași pre- 
dicate și să le scriem în altă ordine, de exemplu, în ordi- 
nea lexicografică a terminațiilor (sau altfel, prin permutări 
determinate în prima serie) ; le vom numerota în această 
ordine : Q,, Op, Qs, aud Oh d Amândouă seriile fiind formate 
din acelaşi număr de predicate, se poate stabili o corespon- 
dență biunivocă între predicatele din prima serie și cele din 
a doua serie: fiecărui predicat dintr-un rang determinat 
al primei serii îi corespunde un predicat de același rang 
din a doua serie, și numai unul, și invers. Dacă un predi- 
cat dintr-un rang dat din prima serie acceptă ca predicat 
predicatul de același rang al seriei a doua, vom spune că 
primul predicat are -proprietatea de a fi compatibil cu al 
doilea ; în caz contrar, vom spune că el este 7ucompatibil. 
În condiţiile definite mai sus, fiecărui predicat dintr-un rang 
dat, din prima serie, îi convine ca predicat predicatul de 
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acelaşi rang din a doua serie, sau nu îi convine, fertium 
non datur : orice predicat este compatibil sau nu este com- 
Batibil, a treia posibilitate nu există. De exemplu, să pre- 
supunem că predicatele care corespund în rangurile p, q, 
ŞI 1, în cele două serii ar fi următoarele: 


P,, P2, -:-, mamifer,, -::, număra, -::, ordonat,, -:-, Pr 


Q,, O, *:-, metal, ----, abstracta, --:, predicat,, -::, Qa 


În acest caz avem: întrucît predicatul mamifer, nu 
este un metal, predicatul mamifer, este incompatibil cu 
predicatul metal,; predicatul număra este, dimpotrivă, 
compatibil cu predicatul abstracta ; predicatul ordonat, este, 
de asemenea, compatibil cu predicatul predicat, etc. 

Dar compatibil şi incompatibil sînt, chiar ele, predicate 
și se găsesc deci atît în prima serie, cît şi în cea de-a 
doua. Să ne fixăm atenția la predicatul zncompatibil pe 
care îl vom nota cu Iuc. El se găseşte în prima serie, 
într-un rang oarecare, cu un număr de ordine perfect de- 
terminat, fie A, deci el va fi Ina; în a doua serie, el se 
va găsi într-un alt rang, perfect determinat k, deci el va fi 
Inc, (putem obține oricînd h 2 k, printr-o alegere con- 
venabilă a ordinii). Avem deci următoarele două serii: 


Ps P>, Pa .... 900 tau E îsi ...9 e 


Q., Oz, Q, .... (Oi paa dă Inc, ia 46 (o) 


În aceste serii: Inca ZO şi Py £ Incy, dar Inc, = 
=— Imcu. Conform definiţiilor, predicatul P., non-identic 
cu Juncu, trebuie să fie de asemenea compatibil sau 1ncom- 
Batibil cu Inc,, tertium non datur. Dacă predicatul P, este 
compatibil cu Inc, = incompatibil, atunci el admite ca 
predicat, predicatul din același rang din a doua serie ca- 
re este Inc, = incompatibil, deci el este incompatibil ; dacă 
predicatul P, este sncompatibil, el admite ca predicat 
predicatul Inc, = incompatibil care este predicatul ace- 
luiași rang din a doua serie, deci el este compatibil. Anti- 
nomia este izbitoare. 

Se recunoaște imediat că paradoxul lui Russell, format 
cu predicatele predicabil — mpredicabil, este un caz par- 
ticular al acestei antinomii, cînd cele două serii de predi- 
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cate au fost ordonate în mod identic, după un singur şi 
același criteriu. În acest caz, incompatibil devine *mpredi- 
cabil = Imp, și h=k: , 


Fi Pa; Ps, i aaa Imp, cnd i A 
i E dă măi AER ImBu, feat pi PP. 


Enunţul problemei devine acum: dacă un predicat 
dintr-un rang dat, din prima serie, admite ca predicat 
predicatul din acelaşi rang, din a doua serie, care este el 
însuși, atunci predicatul considerat are proprietatea Pre- 
dicabil (adică este compatibil cu el însuși), și dacă nu admite 
acest predicat (adică este ncompatibil cu el însuşi), el 
este mpredicabil. Dacă această problemă se pune pentru 
predicatul mpredicabil, obținem : dacă predicatul 2mpredr- 
cabil este predicabil, el este smpredicabil ; dacă predicatul 
ampredicabil este mpredicabil, el este predicabil. 

Paradoxul compatibil — mcompahbil arată că problema 
este mai vastă şi că ea nu apare numai în raport cu apli- 
carea unei proprietăți ei însăși, cum credea Russell; în cazul 
antinomiei construite de noi ajungem la paradox, consi- 
derînd un predicat P, complet diferit de ncompatibil, 
care, dacă are o proprietate, nu o are, și dacă nu are o pro- 
prietate, o are. 

În simboluri, paradoxul se prezintă în felul următor. 
Enunţul problemei, în cadrul definit, este: „Dacă P, nu 
are predicatul Q., atunci P, are predicatul zncompatibil = 
— ÎNC, = Îmcu”. Această definiție se scrie deci: 


Inca(P2) = = Q=(P2) Def. 


Această definiţie fiind valabilă pentru orice P., ajungem 
la echivalența generală: 


(Ps) : Incu(P2) 2 — Qa(Pa) (1) 


Pentru rangul determinat x = k, adică făcînd ca pre- 
dicatul P,.să ia valoarea determinată P,, atunci cînd 
O, = Pr = Incu, obținem paradoxul: 


ÎnCu (P.) Ein Incu(Pu) (2) 


Sau, din moment ce Inc, = IÎncy = incompatibil, putem 
scrie simplu: 


Inc(P) == IncţPr) (3) 


Propoziția „predicatul P, este :ncompatibil” este echi- 
valentă cu propoziția „predicatul P. nu este incompatibil”. 

După cum am văzut, paradoxul lui Russell este un caz 
particular al acestui paradox. Dacă în definiția dată scriem 
P. = Q. (cele două serii sînt identic ordonate), atunci cînd 
Înca = Încy = Imp = impredicabil, obţinem : 


Imp(9s) = — 9x(0.) Def. 
Fchivalența (1) devine astfel: 
(0) ” Imp (0) = Q-(Q2) (1”) 


Pentru valoarea particulară Q. = Imp. avem paradoxul 
lui Russell, fredicabil — impredicabul 


ImpUmp) = — Imb(l mb) (2') 


2. Paradoxul izonom-heteronom 


Vom construi acum o antinomie analogă celei a lui 
Grelling-Nelson, considerînd cuvintele și proprietățile lor. 
Vom proceda exact ca mai sus și vom scrie toate cuvintele 
unei limbi date în două serii diferite; de exemplu, prima 
serie de cuvinte va fi seria lexicografică normală, iar a 
doua, va fi seria lexicografică determinată de terminațiile 
cuvintelor (sau altfel, prin permutări bine determinate în 
prima serie). Se poate stabili o corespondență biunivocă 
între termenii celor două serii: fiecărui cuvînt dintr-un 
rang dat, din prima serie, îi corespunde un cuvînt și numai 
unul de același rang, din a doua serie, și invers. Dacă un 
cuvînt dintr-un rang dat, din prima serie, admite proprie- 
tatea exprimată prin cuvîntul de același rang 'din a doua 
serie, vom spune că el are proprietatea 720n0m, în caz 
contrar, vom spune că are proprietatea Heteronom. De 
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exemplu, în rangurile p, q, şi r s-ar putea găsi cuvintele 
următoare, în ambele serii (pe care le vom nota C.,, Ca 
seg aie SI. ID Dos. ae e Da) 2 


C,, Ca, ..., marsupial, ..., pola, ..., vertebrat,, ..., Ca. 


D,, Dp, ..., polisilabicp, ..., lunga, ..., simbol, ..., Da. 


În acest caz, cuvîntul marsupial, fiind polisilabic, 
este zzonom; cuvîntul Polq, nefiind lung, este Peteronom, 
cuvîntul vertebrat,, fiind un simbol al conceptului verte- 
brat, este zzonom etc. 


În cadrul definiţiilor noastre, orice cuvînt dintr-un rang 
dat, din prima serie, admite ca predicat proprietatea expri- 
mată de cuvîntul cu același rang, din a doua serie, sau 
nu o admite, o a treia posibilitate nu există, orice cuvînt 
este 7z0onom sau heteronom, tertium non datur. 


Cuvintele zzonom şi heteronom se vor aşeza şi ele în 
“ranguri bine determinate ; în mod special, cuvîntul Hete- 
YOnOmM va avea, în prima serie, un rang h unde îl vom 
scrie Hety, şi în a doua serie, un rang k unde îl vom 
scrie Het, (putem să obținem oricînd hzk, printr-o 
alegere convenabilă a ordinii stabilite) Cele două serii 
de cuvinte sînt deci: 


Ci. A CA, . ..9 Hety, ... .3 C, ....p E, 
D,, D;, D;, ERE Da, șa 59 Tei iaz D,. 


Paradoxul apare imediat cînd punem aceeași problemă 
pentru cuvîntul C4: cuvîntul C, (oricare ar fi el) este sau 
1z0no0m sau heteronom, tevtium non datur. Dacă C, este 
izonom, Cs admite proprietatea exprimată de cuvîntul 
din acelaşi rang, din a doua serie, Het, = heferonom, deci 
el este heteronom ; dacă C, este heteronom, atunci proprie- 
tatea sa este tocmai proprietatea exprimată de cuvîntul 
de același. rang, Het, = heteronom, din a doua serie, de- 
ci el este 7zonom. Paradoxul este flagrant. 

Este evident că paradoxul lui Grelling-Nelson este un 
caz particular al acestui paradox, cînd ambele serii de cu- 
vinte au fost ordonate după un singur și același criteriu 
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(cele două serii sînt identice). In acest caz, 7zonom devine 
autologic şi heteronom devine heterologic : 


Re RE e ARII + (PRR e a 
EI 20240 aaotari EU ha ama l0a: 


Definiția generală devine acum: dacă un cuvint oare- 
care C, din prima serie admite proprietatea exprimată 
de cuvîntul C, de același rang din a doua serie, adică de 
el însuși, C, este autologrc şi, în caz contrar, el este /etero- 
logic. 

Punînd problema pentru Peterologic = Het,, obţinem : 
dacă /eterologic este heterologic, el este autologic; dacă 
heterologic este autologic, el este heterologic. 

Această antinomie arată, ca şi cea precedentă, că con- 
tradicția nu apare în raport cu aplicarea unei proprietăți 
exprimate de un cuvînt, cuvîntului însuși cum credeau 
Russell și toți logicienii de pînă acum, pentru că ei nu au 
cunoscut decît forma particulară a acestui paradox ; para- 
doxul construit de noi arată că se ajunge la o contra- 
dicție considerînd un cuvînt C, (oricare ar fi el) total di- 
ferit de eteronom şi care, dacă are o proprietate, nu o 
are, iar dacă nu are o proprietate, o are. 

În simboluri, paradoxul se prezintă în felul următor. 
Vom nota un cuvînt oarecare prin «CC» și proprietatea 
exprimată de el, prin C.. Definiţia paradoxului zz0n0m — 
heteronom se scrie : 


Heta(4C) = — Da(4Co)) Def. 
De unde echivalența generală: 
(4) - Metu(4C) = — D(4C5) (1) 


Pentru valoarea particulară x = k, atunci cînd argu- 
mentul «Cy devine «Cy, şi D. devine Heh, avem con- 
tradicția : 


Heti(4C) = — Hets(4Co) (2) 


Dar pentru că Het, = Hety = heteronom, putem scrie 
direct : 


Heta(4Ce9) = — Heta(4C) (3) 
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Propoziția „cuvîntul C, este Heteronom” este echivalen- 
tă cu propoziția „cuvîntul C. nu este Heteronom”, ceea ce 
este absurd. 

Paradoxul lui Grelling-Nelson este un caz particular al 
acestui paradox, cînd ambele serii de cuvinte au fost or- 
donate după un același criteriu. Dacă în definiția de mai 
sus scriem C, = D, (cuvintele cu același rang, din cele două 
serii, sînt identice) şi, în acest caz, Het, = Het = hete- 
ronom = heterologic = Het, obținem : 


Het (4C5) = CC) Def. 


Echivalența generală (1), sau ceea ce derivă din această 
ultimă definiție, este: 


(«Co)) - H en (40) = = CL(4C) (17) 

Pentru «Cy) = «Het, obţinem paradoxul lui Grelling- 
Nelson : 

Heta(9lety) = — Heta(ety)) (2') 


9. Paradoxul clasei elaselor incompatibile 


Să considerăm cele două serii de predicate, așa cum au 
fost definite în paradoxul compatibil — incompatibil. O cla- 
să fiind extensiunea unui predicat, aceste două serii de 
predicate determină două serii de clase pe care le vom nota 
respectiv : 


%> %o, Xa, . ..) Xp 
Pr Pas Pas 0 Pa: 
Corespondența biunivocă a termenilor acestor serii se 


menține. 

Putem să exprimăm acum paradoxul compatibil — 1n- 
compatibil în termeni de clasă. Dacă o clasă dintr-un rang 
dat «, aparține ca membru clasei cu același rang 6, din a 
doua serie, vom spune că clasa «, este compatibilă cu f.; 
dacă clasa «, nu este membru al clasei 6., vom spune că 
clasa a«, este incompatibilă cu clasa f.. Referindu-ne la 
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exemplele date în paradoxul compatibil-incompatibil, pu- 
tem, de exemplu, să avem, eventual, cazurile următoare: 


&, Ga, ..., Cls mamiferp, ..., Cls număra, ... Wa: 
Bia Ba +... Cls metal, ..., Cls abstracta, ..-, Ba: 


În acest caz avem : deoarece clasa mamifer, nu este un 
membru al clasei metal, clasa mamifer, este ncompatibilă 
cu clasa metal; clasa număra este un membru al clasei 
abstracta, deci ea este compatibilă cu aceasta din urmă etc. 

Predicatul compatibil determină o clasă G, clasa tutu- 
ror claselor compatibile ; predicatul sncompatibil determină 
o altă clasă TI, clasa tuturor claselor zncompatibile. Aceste 
clase se găsesc și ele printre clasele celor două serii. 

În mod special, clasa I 1a locul predicatului INCu în 
prima serie, deci ea va fi ÎI, și va fi I, în a doua serie, 
în locul predicatului Inc: 


O > %o, Xa; . ..p [5 ....3 Ol, e... On. 


Bi Boa Bages Obae montane ATEI sate. a A 

(În aceste serii, [+ = Tu, dar h + E). 

În condițiile definite, orice clasă a, de un rang dat 
a primei serii aparține ca element clasei de același rang f+ 
a seriei a doua, sau nu îi aparține, o a treia posibilitate nu 
există ; orice clasă a, este membru al lui P+, sau nu este, 
tertium non datur. Paradoxul apare imediat, dacă punem 
aceeaşi problemă pentru clasa ou = Iu: clasa a, este 
compatibilă sau incompatibilă, ea aparține sau nu aparține 
clasei Iu, fertium non datur. 

Dacă a, aparține clasei I, ea aparține clasei de același 
rang a seriei a doua, deci, prin definiție, nu aparține clasei 
Tu; dacă a nu aparține clasei IT, ea nu aparține clasei 
din același rang al seriei a doua, deci ea aparține, prin 
" definiție, clasei I,. Paradoxul este izbitor. 

Este evident că paradoxul lui Russell, al clasei claselor 
care nu își aparțin ca element, este un caz particular al 
acestui paradox, cînd cele două serii de predicate, şi în 
consecință, cele două serii de clase au fost ordonate după 
aceleaşi criterii. În acest caz, G devine clasa claselor care 
își aparțin ca element şi I' clasa claselor care nu își apar- 
țin ca element. 
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X1> Xa, Xa, +... Iu, 9 n: 
XA > 9, Oa ; . ..9 [;; . ..p Op e 


Punînd aceeaşi problemă pentru ÎI, avem: dacă clasa 
I îşi aparține ca element, ea nu poate să-şi aparțină ca 
element ; dacă clasa ÎI nu își aparține ca element, ea își 
aparține ca element. 

La fel ca în paradoxele precedente, contradicția nu 
apare în raport cu faptul că o clasă își aparține sau nu ca 
element, că ea este sau nu compatibilă cu ea însăși așa cum 
credea Russell, pentru că el a întîlnit acest paradox sub 
forma lui particulară ; paradoxul apare şi atunci cînd exa- 
minăm o clasă «, (oricare ar fi ea), total diferită de II”, 
ceea ce demonstrează că nodul problemei se găsește în alt 
punct decît în acela indicat de Russell. | 

Exprimat în simboluri, paradoxul se prezintă astfel: 
definiția lui I, este: 


la EL = = (az € P) | Def. 


„Dacă a, nu este un membru al clasei 6. de același rang 
din a doua serie, «, aparține clasei Ip”. 
De unde echivalența generală : 


(3) : ax € Ta = (ax € Pi) U) 


Pentru rangul particular x = k, cînd az = a ŞI Pa = 
— Bu = Tu, obținem paradoxul: 


a E Iu = — (os el) (2) 


Sau, pentru că ÎI, =Ty = T, „clasa claselor zncom- 
Datibile”, putem scrie în mod simplu: 


a EL = — (as el) (3) 


Paradoxul lui Russell este un caz particular al acestui 
paradox, după cum am văzut, cînd cele două serii de clase 
(sau de predicate) au fost identic ordonate. Să facem în 
definiția paradoxului general, ca și cu echivalența (1) a. = 
= Ba (clasele de același rang sînt identice): 


Xz € Ii a au (ax (si x) Def. 
(ax) * Xa ET = (ax: € da) (1”) 
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Pentru x = h, cînd o devine I4 =T, obţinem para- 
doxzul lui Russell: 


Tel=- (T'ef) (2) 


4. Paradoxul izomori-heteromori 


Să considerăm primele n numere naturale. În mod 
normal, ele sînt scrise în ordinea mărimii lor: 1, 2, 3, 4, 
SRL e PERI DORIA n 

(Vom opri seria la numărul determinat n, necesar în 
problema care urmează). 

Să considerăm de asemenea numele lor, într-o limbă 
dată, de exemplu, în română: unu, doi, trei, patru, 

Să aranjăm acum aceste numere nu în ordinea mărimii 
lor, ci în ordinea lexicografică dată de numele lor în lim- 
ba aleasă (sau cu totul altfel, prin permutări determinate 
în prima serie, ceea ce este realizabil, întrucît seria este 
finită). Vom nota numerele, în această ultimă ordine, în 
felul următor : 


îi3 Dag Plug dara Ala 


Avem aceeaşi serie de numere naturale, dar rangul 
fiecărui număr nu mai este egal cu valoarea numărului 


din acest rang, a, £n. 

Să examinăm de asemenea, predicatele numerelor reale ; 
le vom aranja în același fel, într-o ordine oarecare, de 
exemplu în ordine lexicografică, adică în ordinea în care 
ele să găsesc în dicționarul limbii alese: P,, P., P, ..., 
P„. Fiecărui predicat de număr dintr-un rang dat P., îi 
corespunde un număr şi, numai unul, a, din seria lexi- 
cografică a numerelor, care are același rang, dar inversul 
nu este valabil; corespondența este univocă de la predi- 
cate la numere. Predicatului dat P. îi corespunde un număr 
a, ŞI numai unul, şi avem az = x (putem să obținem ori- 
cînd a, £ X, prin alegerea convenabilă a ordinii). 

Vom pune acum problema: dacă alegem un predicat 
determinat P. din prima serie, numărul corespunzător 
din a doua serie a, de același rang, va avea acest predi- 
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cat sau nu? Răspunsul este o tautologie: numărul az 
are, sau nu are, predicatul de număr P. zfertium non datur. 

Dacă a, admite ca predicat predicatul din acelaşi rang 
P., vom spune că a, are proprietatea zzo0morf; în caz 
contrar, vom spune că a, este heteromorf. În virtutea 
acestor definiții, orice număr a, care corespunde unui 
predicat determinat P, este sau zzomorf, sau heteromorf, o 
a treia posibilitate nu există. 

De exemplu, dacă predicatul de număr „prim” ar avea 
ca indice 104 (Po = prim) şi numărul corespunzător ar 
fi aq = 904, numărul 504, nefiind prim, ar fi Peteromori; 
dacă am avea predicatul P„ = „pătrat perfect” şi nu- 
mărul corespunzător a, = 625, întrucît 625 = 252, nu- 
mărul az, = 625 ar fi szomorf etc. 

Predicatele zzomorf şi heteromorf sînt, ele înşile, predi- 
cate de numere şi, în consecință, se găsesc în ranguri bine 
determinate în seria lexicografică a predicatelor. Să luăm 
în discuție predicatul Peteronom pe care îl vom nota Het: 
el va avea un rang determinat h, căruia îi va corespunde 
un număr perfect determinat a, + h, situat în acest 
rang prin numele său lexicografic: | 


P, fă ca . ..) Hetu, . . 9) | c4Ee 
A, A, 43, . ..p Ah, . ..p An 


Conform definiţiilor noastre, numărul a, este szomorf 
sau heteromorf, terhum non datur. 

Dacă numărul a, este zzomorf, el admite ca predicat 
predicatul de acelaşi rang Het, = heteromorf, deci el este 
heteromorf ; dacă ay, este heteromorf, el admite ca predi- 
cat predicatul din acelaşi rang Het, = heteromorf, deci 
el este î20mMor.f. Paradoxul este flagrant. 

Interesant în acest caz este faptul că numărul a, nu este 
rangul predicatului Het: oricare ar fi el, numărul a, nu poate 
să fie nici szomorf nici heteromorf. Nu se aplică o proprie- 
tate din rangul h chiar numărului h, ci unui număr complet 
diferit de h, a, sh. 

Paradoxul Tai I Richard, aşa cum a fost prezentat de Car- 
nap [3], este un caz particular al acestui paradox. Am mai 
văzut că paradoxul lui Richard poate fi obținut mult 
mai uşor decît în articolul citat de Carnap. Să conside- 
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răm toate predicatele de numere reale şi să le scriem, după 
modelul de mai sus, într-o serie oarecare, fie serie lexico- 
grafică ; să scriem, de asemenea, seria indicilor lor: 


Pi Po Pose edi ata 
ID De i Hi 


Corespondența dintre un”predicat al aecstei serii, P., 
şi numărul corespunzător din a douat serie (de același 
rang) este univocă. 

Dacă un număr întreg x, care este indicele unui predicat 
dat P. din această serie, nu are proprietatea exprimată 
de acest predicat, x va avea proprietatea richardian; 
dacă x are proprietatea P., el nu va fi richardian. Dar 
pichardian este el însuşi un predicat de numere şi, în con- 
secință, se va găsi în seria de predicate într-un rang de- 
terminat h, deci rschardiana — Rip. Avem cele două serii: 


P., P3, A ici Ri . ..9 i sc 
3, pe Due aa A i ai 


Problema devine acum: numărul h este richardian sau 
nu este 7schardian ? Dacă h este richardian, el nu admite 
proprietatea numerotată h, în speţă: Ri, — richardian, 
deci h nu este rchardian: dacă h nu este 7zchardian, e] 
admite proprietatea numerotată h, în$speță” Riu = 74- 


Chardian, deci h este richardian. | 
Este evident astfel că paradoxul lui Richard, aşa cum a 


fost formulat mai sus, nu este decît un caz' particular al 
paradoxului szomorf — heteromorf cînd scriem az = x, a- 
dică atunci cînd ordonăm seria numerelor naturale în or- 


dinea mărimilor lor. 
În simboluri, paradoxul se serie în felul următor. De- 


finiția paradoxului zomorf — heteromorf este : 
Helu(ax) = = Pa) Def. 


„Numărul notat lexicografic cu a. este Heteromorf, 
dacă nu admite proprietatea cu indicele x, în speță P-" 
De unde, echivalența generală: 


(a) * Hetu(as) == — P(ax) (1) 


104 


Pentru valoarea particulară x = h, cînd P, = Heh = 
=— heteromorf, obţinem paradoxul. 


Fete(ax) = — Hetu(ax) (9) 


Paradoxul lui Richard, în forma simplificată pe care 
1-am dat-o, este un caz particular al acestui paradox pen- 
tru a. = X (seria indicilor a fost ordonată în ordinea mă-: 
rimilor lor). Să scriem în definiția precedentă și în echi- 
valența (1) a. = x, cînd Het, = Rin: | 


Rin(x) = = P(x) Def. 

(3) Rin(z) = — P(x) (1) 

Pențru x = h obținem P, = Het, = richardian = Ru: 
Riu(h) = — Ri,(h) (2”) 


* Propoziția „h este richardian” este echivalentă cu pro- 
poziția „h nu este richardian”, ceea ce este contradictoriu. 


5. Paradoxul teoriei tipurilor 


Am văzut că, de exemplu, în paradoxul compatibil — 
incompatibil, oricare ar fi. predicatul P. al primei serii, 
căruia îl corespunde în același rang al celei de-a doua serii, 
predicatul mcompatibil, P. nu poate fi nici compatibil, 
nici încompatibil. Oricare înseamnă : oricare ar fi semnifi- 
cația sa şi oricare ar fi condiția la care e. supus. Să pre- 
supunem că P. satisface condiția cerută de teoria tipuri- 
lor și că el este de tipul imediat inferior tipului de predi- 
cat compatibil (operaţie pe care o putem face oricînd prin 
alegerea unei ordini convenabile), atunci P. nu este nici 
compatibil, nici incompatibil. 

Vom construi acum, în mod direct, o antinomie în inte- 
riorul teoriei tipurilor, prin care vom demonstra că cheia 
tuturor acestor contradicții se găseşte în altă parte, şi nu 
în această teorie. 

Să împărțim conceptele, conform teoriei tipurilor: in- 
divizi, concepte de tipul zero, pe care le vom nota global 
cu X0 , pentru a pune în evidență tipul respectiv ; proprie- 
tățile indivizilor, conceptele de tipul 1, pe care le vom nota 
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global cu X! ; proprietățile proprietăților indivizilor, pe 
care le vom nota global cu X? etc. Putem să facem enu- 
merarea lor într-o ordine oarecare, dar bine stabilită (de 
exemplu, ordinea lexicografică, adică ordinea în care ele 
se găsesc în dicționarul unei limbi date). Avem: 


70 3x70 70 70 70 
0013 209 pă Sei Sau arte 
1 1 1 1 xl 
SI pe oa, XE CE a ea 
2 2 2 2 72 
B.D. 4900.60. MIRE 


m-—l m-—1l m-—l m-—] m-—l 
ad zid a INo  0- aa 00 coniac azi IRI 
m m m m m, 
pdidie-c- ab. 6. drac IROD 


Nu putem presupune că toate aceste serii au acelaşi 
număr de predicate. Dacă un element dintr-o serie dată 
are un predicat, acesta trebuie să fie, conform teoriei ti- 
purilor, de tipul imediat superior: conceptul de tipul u nu 
poate avea decît predicate de tipul u + 1. În consecință, 
expresiile de forma X8(X4) sau — Xs(X3) nu sînt admise şi 
nu au nici un sens, aşa cum sînt declarate de Russell, 
oricare ar fi valoarea lui a« sau 6. De exemplu, echivalența. 


(9) - P(o) = — v(o) 


trebuie să fie scrisă, în acord cu teoria tipurilor: 
(Xe) « Pu+i (Xu) E: ar A lil (Xu) 


Argumentul nu mai poate lua valoarea lui Xe! sau Puti, 
pentru că acestea nu sînt de tipul yu, pe care trebuie să-l 
aibă toate valorile argumentului. Totuși, putem construi 
un paradox, chiar în aceste condiții. 

Fie seria conceptelor de un tip dat m, numerotate într-o 
ordine oarecare, de exemplu, în ordine lexicografică a unei 
limbi date: 


CI e oC ae mape AER 
Predicatele de tipul m — 1, cărora le convin aceste pre- 


dicate, pot fi grupate după cum urmează: luăm grupul 
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de predicate de tipul m — 1 care au toate predicatul X”; 
apoi grupul de predicate de tipul m — 1 care au, toate, 


predicatul X2 etc. Vom avea atîtea grupe de această spe- 
cle cite predicate de tipul m există. Să numerotăm de ase- 
menea aceste grupe în ordinea corespunzătoare predica- 
telor de tipul m care au servit la definirea lor (sînt clasele 
determinate de predicatele de tip m) și să punem în evi- 
dență tipul elementelor lor: 


=] m—1 = —] 
entaafA e i Ne ice RD et o i 


Un simbol GE”! din această serie are semnificația : clasa 
conceptelor de tipul m— care admit, toate, predicatul 


Xp. Este evident că unele dintre elementele acestor clase 


pot fi comune, întrucît un element oarecare al clasei GE! 
poate avea mai multe predicate de tipul m, deci el aparține 
mai multor clase de acest fel. 

În acest fel, există două serii avînd același număr de 
elemente : seria predicatelor de tipul m şi seria claselor 
corespunzătoare. Să păstrăm acum ordinea claselor şi să 
ordonăm predicatele de tipul m într-o altă serie, de exem- 
plu tot în ordinea lexicografică, dar după terminațiile 
lor (sau în altfel, prin permutări determinate în prima 
serie). Nici o clasă nu mai corespunde, la același rang, 
predicatului care a servit la construirea sa. Vom nota aceste 


predicate, în a doua ordine, Y1,Y2,V3,..., Ya. Avem 
deci acum două serii: 


m m m m . 
1» 2» ELE finete Mi A DECOLCALE) 
—1 —1 —1 | 
GE > G2 i G3 >. . Ge . (clase) 


Elementele unei clase date Gp.! nu mai au toate predi- 
catul aceluiași rang Yp, dar este posibil să existe elemente 


—1 d Li d LA] 
de Gp care să aibă acest predicat.: 
Trebuie să facem observația că corespondența ranguri- 


lor este biunivocă: unui predicat dintr-un rang dat, Yp, 


—] A A 
îi corespunde o singură clasă și numai una, Gp „şi reci- 
proc. În aceste condiții vom spune: dacă un element dat 


al clasei G5! nu admite predicatul de același rang Y; al 
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tipului imediat superior, atunci acest element are proprie- 
tatea de a fi conorueut; în cazul în care un element dat al 


clasei G7”! nu admite predicatul Y5 el va fi sncongruent. 
Propoziția „orice element al unei clase date G5 admite 
predicatul Yp, sau nu îl admite” este o tautologie, deci 


este adevărată: orice element al unei clase GR "este con- 
gruent sau incongruent, tertium non datur. 

Să notăm de asemenea elementele unei clase date, de 
exemplu, în ordinea lor lexicografică: pentru o clasă oare- 
care Gp' elementele sale vor fi scrise gi 1, ge pu, 
în care primul indice reprezintă numărul clasei şi al doilea 
indice, numărul elementului în interiorul clasei date (într-o 
ordine stabilită). 

Predicatul zncongrueut, fiind un predicat care se aplică 
elementelor tipului m— 1, este de tipul! m şi se găsește deci 


în seria X1,X2, ..., Xa, la un rang dat bine determi- 
nat, fie el h. Acestui predicat îi corespunde o clasă de 
elemente de tip m — 1, în speță Gu", care admit, toate, 
predicatul 7ncongruent; în a doua ordine a predicatelor, 
predicatul ncongrueut va trece într-un alt rang E, el va fi 


deci Y şi în acest rang vom găsi în seria claselor o clasă 
= . ..v . —1 NY .. A . 
Gi", diferită de clasa Gr. Cele două serii sînt deci: 


Vi, Va, Va NCONETULN E pa ca ae 
—1 —1 —1 —1 —1 
(3 Oa uree O nara a 
. w w w . . . PI —] 
'Trebuie să remarcăm că nici una din clasele Gil, GREI, 
—1 e. IS . [Y] . . 
„..., Ga nu este vidă. Chiar dacă ar exista clase vide, 
w A A A —] w : . . w [9] 
putem să facem în așa fel încît Gu să nu fie vidă — dacă 
ne interesează acest lucru — prin alegerea unei ordini 
convenabile. 


Conform definiţiilor precedente, un element oarecare 
din clasa G-!, cu notația noastră gn-!, este sau congrueut, 
sau încongruent : ga-! admite predicatul de acelaşi rang de 
tipul m încongruent, sau nu-l admite, fertzum non datur. 
Dacă gu-! este congrueut, el admite predicatul din acelaşi 


rang Yn — Incongruentu, deci este incongruent ; dacă lila 
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este încongruent, el admite tocmai predicatul din acelaşi 


rang Yu — Incongruente, deci este congrueni. Paradoxul 
este evident. 

În simboluri, paradoxul are forma următoare. Definiţia 
„dacă un element ci 1! din clasa G-1 nu are predicatul 
Y=, atunci elementul gu-! are predicatul 7ncongruent = 
a m 22 . a 
= Ice” se scrie: 


Ince=(gu1) = = Ya (gat) Def. 

Această definiție, LI valabilă pentru oricare gi! și 

pentru oricare clasă Gz , dă .loc echivalenţei generale 
pentru toate valorile SIRURI au de tip m-—1l: 

(83) Incge(es) = = ze) UD) 

Pentru x =k, cînd Ya — Incgh, obținem contradicția: 

(84) * Incgg (en!) == — Încea(au1) (2) 


Oricare ar fi elementul g-! al clasei Gn-!, propoziția 
„gun admite predicatul Incga-!" este schia ti cu negația 
ei, ceea ce este absurd. 

Este evident deci că teoria tipurilor nu este suficientă 
pentru rezolvarea paradoxelor; ea nu este nici: necesară. 
Se pot construi paradoxe de acest gen, respectînd cu scrupu- 
lozitate condiţiile prohibitive ale oricărei teorii asemănătoare 
ca, de exemplu, teoria stratificării a lui Quine etc. 


6. Problema paradoxelor 


Am fi putut construi și alte paradoxe, dar cele formulate 
pînă acum sînt suficiente pentru a ne dezvălui mecanismul 
lor. În afară de aceasta, constatăm că, chiar dacă am res- 
pecta teoria tipurilora lui Russell, nu am putea evita para- 
doxele construite de noi, care nu pot fi evitate, de altfel, de 
nici o teorie, fapt ușor demonstrabil, făcînd, de exemplu, 
ca, în paradoxul compatibil-incompatibil, predicatul P, să 
îndeplinească condiția impusă de o teorie dată. 
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Problema generală a paradoxelor, aşa cum a fost pusă de 
Russell şi de alți logicieni, este, în esență, următoarea. Fiind 
date definițiile de forma 


P(9) = vreo) (a) 
P(7) = pr —e(e) (b) 


ele duc la echivalențele generale (pentru toate valorile 
argumentelor) : 


Pentru valoarea particulară e = P aceste echivalențe 
devin : 


prima fiind o tautologie iar a doua, o contradicție. 
Se obține același lucru dacă se scriu definițiile (a) şi 
(b) în extensiune (în termeni de clase): 


pe$ (Po) = pp (90) (a) 
pe$ (Po) = pi p€$ (00) (b”) 
Obținem echivalențele generale respective: 
(9) - eeo(Po) = oeț(eq) 
(9) - pee(Po) = — eee(oe) 


Pentru valoarea particulară a argumentului, e =P, 
se obține o tautologie şi o contradicție: 


PeP(PP) = PeP(PP) 
PeP(PP) = -PeP(PP) 
Problema este deci următoarea : pentru ce în definițiile 


de forma (a) sau (a') şi (b) sau (b'), ca şi în echivalențele res- 
pective, argumentul e nu poate lua valoarea P, pentru 
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că dacă ar lua-o am ajunge la paradox ? De ce avem, în mod 
necesar, o 4 P? 

Definiţiile de forma (a) sau (a') au dus la paradoxele lui 
Burali-Forti, Cantor, Zermelo-Kânig şi Skolem; definițiile 
de forma (b) sau (b”) au dus la paradoxele lui Russell, Richard, 
Grelling-Nelson, Gâdel etc. și la paradoxul mincinosului 
— cel mai vechi dintre toate. Soluţiile oferite pînă acum 
constă, după cum am văzut, în introducerea unei restricții 
în virtutea căreia argumentul unei funcții propoziționale 
f(x) nu poate lua anumite valori, așa încît formarea expresii- 
lor de tipul (e) sau —ce(q) nu mai este posibilă. 

Analizind paradoxele mai generale construite de noi, 
ale căror cazuri particulare sînt paradoxele cunoscute și 
devenite clasice, se impune concluzia : apariția paradoxelor 
nu se datorește unei valori parhculare a argumentului, ci 
unei valori parhculare a predicatului. Să examinăm para- 
doxul compatibil — incompatibil. Am avut definiția : 


Incu(Pz) = —Q(P) Def. 
cu echivalența generală : 


(P.) : Incu(P3) = —O=(P2) 

Pentru x = k, cînd P. devine P,, care poate fi orice pre- 
dicat bine definit, incontestabil ca predicat, paradoxul 
apare : P. (oricare ar fi el, chiar dacă este predicatul compa- 
tibil sau incompatibil, ca în paradoxul lui Russell) nu poate 
fi nici compatibil, nici incompatibil, cu toate că el trebuie să 
fie compatibil sau incompatibil, tertium non datur. 

Putem să facem ca P, să respecte teoria tipurilor (prin 
alegerea unei ordini convenabile) în raport cu predicatul 
Incy, fie el de tipul m — 1, şi Incy de tipul m ; predicatul Py 
nu poate fi nici compatibil, nici ncompahibil. Deci contra- 
dicția nu este provocată de valoarea argumentului care 
poate fi o noțiune bine definită, respectînd toate regulile 
prohibitive introduse pentru evitarea paradoxelor cunos- 
cute pînă acum; contradicția este provocată de valoarea 
particulară a predicatului Q, = incompatibil : în paradoxele 
construite de noi, contradictia nu se introduce prin areumeut, 
“ci Brin Predicatul argumentului. 

Aceeaşi observație este valabilă pentru toate echiva- 
lențele obținute în celelalte paradoxe. Ea este valabilă 
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de asemenea pentru cazurile particulare ale acestor para-! 
doxe și care sînt paradoxele lui Russell, Grelling-Nelson, 
Godel etc. | 

Confuzia între argument și predicat, în expresiile de 
forma e(qe) sau —e(q), a împiedicat observarea faptului că 
exact în acest punct intervenea eroarea, şi de aceea ea nu a 
putut fi sesizată. Prin paradoxele mai generale construite 
de noi, am dilatat, ca să zicem aşa, mecanismul logic al para- 
doxelor, în aşa fel încît eroarea să poată fi descoperită. 

În consecință, dacă am putea arăta că în definițiile gene- 
rale care stau la baza paradoxelor construite de noi, 


P(x) = v:e(x) (A) 
P(x) = vr—e(x), (B) 
sau în extensiune, 
xex(Px) = prxex(0x) (A”) 
xex(Px) = pr—XeX(ox), (B') 


există o relație logică e + P (între simboluri), această re- 
lație ar fi valabilă şi pentru formele particulare ale acestor 
definiții, care se obțin pentru X = q şi care sînt definițiile (a) 
şi (a') sau (b) şi (b'). Justificarea logică a unei astfel de relații 
p zf P în definitiile cele mai generale de mai sus, (4) și (4”) 
sau (B) și (B') care intră în construcha paradoxelor construite 
de noi, după cum am văzut, va fi soluția acestor paradoxe ; 
dar ea va fi, de asemenea, soluția paradoxelor care sînt cazuri 
Particulare ale acestor paradoxe şi care se bazează pe defimuţiile 
(a) şi (a) sau (6) și (6). 

Trebuie să remarcăm, de asemenea, că mecanismul logic 
al tuturor paradoxelor este același și că o soluție logică 
reală, dacă e valabilă pentru unul din aceste paradoxe, 
este valabilă pentru toate. 


VI 


SOLUȚIA PARADOXELOR 


l. Formula To 


În paradoxele cele mai generale, construite de noi, am 
avut o definiție de tipul următor: 


P(x) == va) Def. 
cu echivalența generală 
(=) - Po) = = vs) 


Această echivalență este valabilă pentru orice x. Este ea 
valabilă pentru orice V? Observăm mai întîi că nu putem 
spune că această definiție rămîne oricînd valabilă, oricare 
ar fi V (variabil), pentru că atunci putem spune, "prin 
definiție, pentru V =P: 

P(x) = —P(3) Def. 
ceea ce este contradictoriu: „dacă x nu are predicatul P, 
atunci x are predicatul P”. In consecință, într-o definiție 
“de forma precedentă — ca şi în echivalența respectivă — 
variabila Y nu poate lua valoarea P, adică / zP. 

Observăm același lucru dacă scriem această definiție 
în extensiune, ca și echivalența respectivă: 


x €2 (Pz) = — xez(Vz) Def. 
(=) -xe2(Pz) = — xez(yz) 
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Și aici VP, pentru că altfel am fi spus, prin defini- 
ție, pentru | == S= p- „dacă x aparține clasei determinate 
de funcția P(x), x nu aparține clasei determinate de func- 
ia P(3) 

Am putea spune, fiind de acord cu Perelman și genera- 
lizînd observația lui, că universalele 


(x) - Pa = — v(x) 


(x) - xez(Pz) = —xeZ(yz), 


fiind false în anumite cazuri (pentru V = P), nu sînt uni-,, 
versale, și deci, în virtutea principiului contradicției, tre- 
buie să avem y > = P. În cazul particular studiat de Perel- 
man, caz care are forma 


V(e) = — e(e), 


nu se vede bine cum funcționează principiul contradicției, 
cu toate că concluzia lui Perelman este irefragabilă. Dar 
paradoxele noastre mai generale, care sînt bazate pe defi- 
niții mai generale, au dilatat, ca să spunem așa, structura 
unei astfel de expresii, arătînd cu toată claritatea unde şi 
cum intervine principiul contradicției. 

Dar noi vom proceda în alt mod. 

În virtutea principiului contradicției, echivalența q(x) = 
= = e(x) este totdeauna falsă, oricare ar fi x. Putem deci 
afirma : 


-:-[):e) = — ep)] (1) 
Să considerăm acum echivalența generală : 
(=) -e(x) = — va) (1) 


Cum am admis formula (I), această ultimă echivalență 
nu poate fi afirmată ca fiind adevărată decît dacă ea nu 
poate degenera niciodată în echivalența (1), care este 
falsă. 

Pentru aceasta, V nu trebuie să fie niciodată identic 
cu q şi trebuie-să avem V 3 e. Deci, dacă afirmăm echi- 
valența 


(3) ex) = = vo), (III) 
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această echivalență poate să fie adevărată numai dacă 
VW = g. Cu alte cuvinte, echivalența (III) implică o condiție 
necesară : neidentitatea simbolurilor / și e. Dar această 
condiție nu este suficientă: se poate ca simbolurile v/ şi 
p să nu fie identice şi totuşi echivalența (III) să nu fie ade- 
vărată. În adevăr, dacă avem două funcții propoziționale 
(x) şi U(x), din faptul că simbolurile vV și e nu sînt identi- 
ce (V + q), nu rezultă că ele sînt echivalente și încă pentru 
oricare x. Relația dintre expresia (x) :. p(x) = — (x) şi 
expresia e + vu este deci exact relația de implicație: nu 
este cazul ca (x) . (x) = — (x) să fie adevărată şi Vy 
= o să fie falsă. Dar inversa nu este valabilă: este posibil 
ca V 3-q să fie adevărată și (x) -. p(x) = — (x) să fie 
falsă. Am stabilit următoarea formulă, care este o impli- 
cație şi pe care o vom nota cu Tu: 


Tok: (pl) Duze 


Această formulă este o tautologie şi se bazează exclusiv 
pe principiul contradicției și nu face nimic altceva decît 
să exprime acest principiu în cazul studiat mai sus. 
___Se poate vedea ușor că formula Tw este o tautologie. 
In adevăr, primul membru poate fi adevărat sau fals, fiind 
o propoziție generală (variabila x este aparentă). 

Să presupunem : 

1) Primul membru este fals; atunci el implică expre- 
sia | Z g, fie că aceasta este adevărată, fie că aceasta 
este falsă, fiindcă falsul implică orice. 

2) Primul membru este adevărat; atunci v + e este 
adevărată, căci în caz contrar, dacă această expresie ar fi 
falsă, adică dacă —Vz op: = :V = ge, atunci în virtutea 
formulei (I), primul membru ar fi fals, ceea ce nu este 
ipoteza noastră. 

Prin urmare formula Tw este o tautologie, deoarece 
este adevărată totdeauna. 

Observăm că în formula Tu argumentul x nu este supus 
nici unei condiții; relația e 3 V există între simbolurile 
funcțiilor (sau predicatelor). 

Putem să obținem forme particulare din formula Tu. 
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Deoarece Tw este valabilă oricare ar fi x, să facem 
X = V şi obținem: 
Toal:(0) - ș(W)=—vp)-D-vre 
Dacă în To şi Tu, atribuim lui e o valoare determinată 
p = P, obținem respectiv: 


Tok: (2) P(x): D-yzP 
To: (9).-P(9) =—v(y)- D-yzP 


În toate aceste formule argumentul nu este limitat; 
simbolurile predicatelor (sau funcțiilor) sînt în relația 
V + P. În To, sau Two, argumentul şi funcția sînt repre- 
zentate prin acelaşi simbol, dar relația | + P nu este 
introdusă prin vV argument, ci prin V predicat. Dacă în 
To, și Two facem V = P, avem: 


=:(x) -Pa)= -PQ).2D.P =? 
-:(P).P(P)=-P(P).D .PaP 


Chiar şi în acest caz implicațiile rămîn valabile, pentru 
că primii lor membri sînt ali șI membrii secunzi sînt de 
asemenea falși. 

Se poate în mod sa ere să scriem formula Tw în ter- 
meni de clase, fie traducînd-o direct în termeni. de clase, 
fie repetind raționamentul de mai sus: 


To|-:(x)-xe€2(oz)> — x ez(Vz) :D -2(V2) = 2(g2) 
Vom mai pp că se poate găsi o expresie mai gene- 
rală încă a tautologiei Tu, considerînd relația R (oricare ar 
fi) a unui simbol x cu un alt simbol q şi a aceluiaşi simbol 
x cu un alt simbol V,-adică expresiile xRe şi xRV. Procedînd 
ca mai sus, ajungem la tautologia: 


Toh:(x)-xRo= —xRV D-Vze 


Tautologia Tw a fost obținută cu ideile de identitate -(și 
non-identitate), implicație, echivalență, funcție propozițio- 
„nală, clasă şi principiul contradicției, fără teoria tipurilor: 
ea aparține sistemului Principia M athemabica tără teoria 
tipurilor (şi degajat de orice altă considerație care ar putea 
fi în opoziție cu logica clasică). Formula Tw aparține, de 
asemenea, oricărui sistem formal care admite acesteidei. 
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2. Soluţia paradoxelor 


Teorema Tw înseamnă, în fond, soluția paradoxelor. 
Definiţiile care provoacă paradoxe, în forma lor cea mal 
generală, au fost exprimate sub forma tipică: 


P(x) = —y(s) Def. () 


Scriind echivalența generală între defimiens şi definien- 
dum (pentru orice x) şi asociindu-i teorema Towg obținem 
un modus ponens : 


F:(3) .-P(x)= =y(s) | (2) 
Tai aa 6. RS. a A cd ct IE cani 3 
--yzP 


Acest modus ponens este valabil oricare ar fi forma par- 
ticulară pe care o ia definiția (1) şi deci echivalența res- 
pectivă, ca și formula To. 

Efortul lui Russell şi a altor logicieni s-a îndreptat că- 
tre găsirea unei justificări a faptului: că, într-o definiție 
particulară de forma 


P(9) = = Def. (1) 
din care decurge echivalența generală (pentru orice v): 
-:(9) : P(W) = =), (2) 


nu poate lua valoarea P, căci atunci ajungem la paradox: 
- -P(P) = -P(P) 


Tinînd seama de Tw sub forma sa particulară Top, 
urmează că din definiția (1) obținem o echivalență gene- 
rală, care, împreună cu To, dă un modus Ponens: 


-: (0) -P(W= =) 
Toş OFi(4) P(p)e =) D-yzP 
--U+P 


De ce argumentul V nu poate lua valoarea P? Din cauza 
existenței teoremei Tw (sau a formei sale particulare To.) 
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care explică această condiție Dea relația care există între 
simbolurile vV şi P. 

Paradoxele pe care le-am costel compatibil — 1ncom- 
Batibil etc. sau cele cunoscute de tipul predicabil — impre- 
dicabil etc. nu mai sînt deci posibile prin, funcționarea chiar 
a simbolismului logic care nu permite valoarea particulară 
P a variabilei v. 

Același lucru este valabil dacă scriem definițiile prece- 
dente în termeni de clase. 

Avem cazul general (paradoxul clasei claselor 2ncompa- 
tubile) : 


xe2(Pz) = —xez(Vz) Def. 


Echivalența generală care rezultă şi teorema Tu scrisă 
în termeni de clase ne dau un modus ponens: 


=>:(3).. x î(Pz) = —xez(Vz) 
To |-:(x)-xez(Pz) = — xe2(yz)-2 -2(yz) 4 2(Pz) 
+ î002) e î(2) 


Pentru cazul particular al acestui paradox (paradoxul 
lui Russell), care se obține făcînd în definiția precedentă 


x = Z2(Vz), obținem: 


Z(Vz) e 2(Pz) = —2(yz) € Z(yz) Def. 
Modus ponens respectiv devine: 
- :[2(y2)]-2(y2) € â(Pz) = —â(y2) e (42) 
To: [â(42)]: 02) € î(Pz) 2 — (92) e î(4z) 
Z(Vz) z 2(Pz) 
z(Vz) z 2(Pz) 


Paradoxul claselor zncompahibile, ca şi cazul său parti- 
cular, paradoxul lui Russell al clasei claselor care nu îşi 
aparțin ca element, nu poate să mai apară. 
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Considerînd paradoxul sub forma sa particulară, obser- 
văm că eroarea s-a comprimat, ca să spunem aşa, încît 
nu mai știm unde există. 

Simbolul y are două roluri logice : ca argument și ca predi- 
cat. Ca argument, simbolul | nu apare în relatie cu simbolul 
P; ca predicat, simbolul V este legat de P prin relația y z P. 
Russell nu a putut explica cele două roluri logice distincte 
ale aceluiași simbol v și a privit problema din punct de ve- 
dere exclusiv al valorilor posibile pentru argumentul vV: 
întrucît y ca argument nu apare în relație directă cu predi- 
catul P, îi era imposibil să descopere rațiunea relației VP, 
examinînd numai argumentul funcției V(V) sau —vV(v). 
„Aceeaşi eroare a fost comisă de toți cei care au căutat o 
soluție a paradoxelor prin limitări axiomatice, mai mult 
sau mal puțin arbitrare, ale valorilor admisibile pentru ar- 
gumentul unei funcții propoziționale. 

Faptul că limitarea valorilor admisibile pentru argu- 
mentul unei funcții propoziționale nu este soluția parado- 
xelor se demonstrează prin aceea că o asemenea limitare, 
oricare ar fi natura ei, nu este capabilă să rezolve paradoxele 
generale construite de noi, sau de Gâdel, şi care au o definiție 
de forma 

P(x) = pr=yV(x) 

În asemenea paradoxe, numai variația simbolului y (al 
predicatului) provoacă paradoxul şi nu valoarea argumen- 
tului, după cum am văzut. 

Am găsit astfel răspunsul logic la întrebarea următoare 
care a zguduit logica şi matematica şi care a dat loc așa-nu- 
mitei „crize a matematicii”: de ce, într-o echivalență gene- 


rală de forma 
($) . P(y) = —y(v) 


argumentul V nu poate lua valoarea P? Răspunsul a fost 
dat mai sus. 


3. Analiza paradoxelor eu ajutorul teoremei Tw 


Rezultatele precedente au rezolvat complet proble- 
ma paradoxelor şi natura contradicției pe care ele o 
exprimă. Vom analiza paradoxele cu ajutorul teoremei 
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To, pentru a pune în evidență identitatea tuturor aces- 
tor antinomil. 
1. Paradoxul compatibil — incompatibil şi cazul său par- 
ticular, paradoxul predicabil — impredicabil. 
În paradoxul compatibil — incompatibil am avut defi- 
niția : 
_ÎnCu(P=) = — Qx(P-) Def. (1) 


Această definiție dă loc unei echivalențe generale (pen- 
tru orice P,) care, împreună cu Tu, (unde x =P,şi P= 
— IMC), ne oferă un modus ponens: 


— : (Pr) : Incu(P) = — Qa(P2) (2) 
Toy li: (Ps): Incu(Ps) = — Qz(Ps) 2 : 0 Inca 
— - Qz F Inc 


Predicatul Q. trebuie să fie non-identic cu zncompahibil. 
Definiţiile noastre au aranjat cele două serii de predicate 
în aşa fel, încît Q+ să devină Inc, = incompatibil, cînd se pro- 
duce paradoxul. Relația Q+ 4 Inc, arată că Inc, = Inc 
nu poate fi considerat printre predicatele Q,, 0, ..., Qa, 
adică în seria tuturor predicatelor. Am obținut acest rezul- 
tat pe o cale pur formală ; vom arăta mai departe rațiunile 
acestei relații. 

Pentru cazul particular al acestui paradox, paradoxul 
Dredicabil — impredicabil, se scrie în definiția (1) şi în modus 
Donens (2), Pz = Q= (cele două serii de predicate sînt iden- 
tic ordonate) ; în acest caz Incy = ncompatibil = impre- 
dicabil = Impu: 


ImPn(P=) = — P=(P-) Def. (1) 
M odus ponens respectiv este: 
=: (P=) - Impn(P) = — P=(P) (2') 


To ki: (P3) : Impu(Ps) 2 Pr(P.) - 2 - Pap Imp 
= z P- == Imba 


Argumentul P. nu poate fi niciodată identic cu Imn. 
Și aici, mpredicabil nu poate fi considerat în seria tu- 
turor predicatelor P,, P,, ..., Pa. 
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2. Paradoxul : 120nom — heteronom şi cazul său parti- 
cular, paradoxul lui Grelling-Nelson. 
Am avut definiția paradoxului szonom — heteronom: 


Hetu(4C9) = = Da(0Ca) Def. (1) 
Modus ponens respectiv este : 
FR î (4C) - Hetu(4Ca) = = D=(4C)) (2) 


To Fi: (4C) : Hehp(4Cp) == D(4Co) - D - Da pr Het 


— : Da + Het 


Predicatul D, nu poate fi identic cu Heţ. 

Pentru cazul particular al acestui paradox, paradoxul 
lui Grelling-Nelson, se face C = D+ (cele două serii ale 
cuvintelor sînt ordonate identic), cînd Het, = heterolo- 
gic = Het: 


H eta (Ca) 2 = C(4C) Def. (1) 
Modus ponens care rezultă este: 
=: (4C5) - Het Co) = = C(C )) (2) 
Tog Fi: (4Ca5) - Heta(4C) = = C(4C)- D - Ga > Het 
| >: Ca 2 Hetu 


Het, — heteronom sau în cazul particular heterologic nu 
poate fi o proprietate denumită printr-un cuvînt din seria 
tuturor cuvintelor. | 

3. Paradoxul clase claselor incompatibile și cazul său 
Particular, paradoxul lui Russell. 

În paradoxul clasei claselor incompatibile avem defi- 
niția : 

Ax E Le = — az fr Def. (1) 


Echivalența respectivă cu To, (scrisă în termeni de 
clase) ne dă un modus ponens: 


_= :(a) - x € Ii = — (ax € P=) (2) 
To, KFi(ax) : axe = — (az fi) - Do ox FI 
R-BF ÎI: 
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Astfel deci, I, = clasa claselor 2ncompatibile nu poate 
fi una din clasele seriei tuturor claselor. 

In cazul particular al paradoxului lui Russell, care se 
obține din precedentul pentru ax = B+. (cele două serii 
formate cu toate clasele sînt identic ordonate), avem: 


Ps € Tie = — (Prea) Def. (”) 
Modus ponens devine: 
- : (Pa) - Bselr = — (Be =) (2) 
Toş |: (B) : (Belu) = (Bre) : D -Brp Ti 
- : Ba = Ie 


Și aici relația $. + TI, care împiedică să se producă 
paradoxul, spune că I, nu poate fi una din clasele seriei 
tuturor claselor. 


4. Paradoxul izomori — heteromori şi cazul său particular, 
paradoxul lui Richard 


Definiția paradoxului zzomorf — heteromorf a fost: 


Hets(az) = — Pz(ax) Def. (1) 
Modus ponens respectiv devine: 
-_— : (a2) : Hetk(ax) = —P-(ax) (2) 


To, bi: (ax) - Heth(as) = — P-(ax) - D - P p Het 


Paradoxul nu se mai poate produce: Het, nu este una 
din proprietățile din seria tuturor proprietăților numerelor 
reale. 

Paradoxul lui Richard se obține pentru ax = x (numerele 
sînt aranjate în ordinea naturală a mărimii lor). În acest 
cazavem (cînd Het = Ri): 


Riu(x) = — P(x) Def. (1) 
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Modus ponens devine acum: 
=>: (3) : Rua) = — P(x) (2) 
To, ki:(3) Ru) Pa) DD - Ps 2 Ri 
_— -Pz = Ri 


Paradoxul nu mai poate apărea; R nu este una din 
proprietățile seriei tuturor proprietăților numerelor reale. 


5. Paradoxul teoriei tipurilor 
Am avut definiția : 
Incga(ga-!) = = Va(ga-!) Def. (1) 
Modus ponens respectiv se scrie: 
= IUR) = Valea) (2) 
To, [Noe (20) ce SE (eee e Xe IM0R 


= I neg 
Paradoxul este imposibil. Trebuie să observăm, și aici, 


că Iuncgh nu poate fi una din proprietățile seriei tuturor 
proprietăților posibile. de tipul m. 


6. Paradoxul lui Godel 


Definiţia lui Gâdel, a paradoxului care îi poartă numele, 
a fost aşa cum am văzut: 


ncK = Bew[R(n); n] Def. (1) 


„Numărul natural n aparține clasei K dacă pentru el 
nu este demonstrabilă formula [R(n); n)”. 

Această definiție ne conduce la echivalența generală 
(pentru orice n): 


-:(0) :-ncK=Bew[R(n); n] 
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Definiţia (1) este aceea a paradoxului zzomorf — hete- 
YOmorf, care este mai general decît acela al lui Richard. 
Pentru acest motiv, Gâdel a recunoscut analogia, dar nu 
identitatea paradoxului său cu acela al lui Richard, întru- 
cît el nu cunoștea paradoxul nostru szomorf — heteromori. 
În acest caz, teorema To, cu simbolurile respective ale 
acestei probleme, devine: 


Tok :(n)-neK= Be[R(n);n]. 2 -[R(n); n] IR(q);q] 


Se vede că principiul contradicției nu atinge variabila 
n, ci expresia [R(n); n], care nu poate deveni chiar [R(q);q], 
pentru că atunci definiția (1) ar fi trebuit să includă propo- 
ziția contradictorie: „Dacă qeK este adevărată, adică 
dacă [R(q); q] este demonstrabilă, atunci [R(q);q] nu 
este demonstrabilă”. Avem deci modus ponens următor: 


-: (a): nek = Bew(R(a); n] (2) 


To i (n) ne KR Bow [R(n);n]- 2: (R(n);n]z [R(q);q]. 


Problema este mai generală şi, fără complicațiile intro- 
duse de G&del, ia forma următoare, care nu este decît una 
dintre formele paradoxelor noastre generale, compatibil — 
incompatibil, 1z0morf—heteromorf etc. Fiind 'dată o clasă 
de propoziții K într-un formalism logic oarecare, arit- 
metizat, putem enunța întotdeauna, într-un anumit mod, 
bine definit, o problemă de tipul următor: vom spune căo 
propoziție p aparține clasei K dacă pentru p nu este de- 
monstrabilă afirmația că p aparține unei alte clase Y (care 
poate varia într-un mod bine definit, dar, pentru fiecare 
p, clasa Y este dată). Această definiție se scrie: 


pe K = Bew(pe'Y) Def. (1) 


Echivalența corespunzătoare este valabilă pentru ori- 
ce p: 


=: (p) -peK= Bev(peY*) (2) 
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Dar, deoarece Y este variabil, el ar putea deveni chiar 
K, aşa încît definiția ar fi inclus propoziția pe care o ob- 
ținem din (2) pentru Y=K: 


=: (p) - peK = Bew(peK) 


Altfel spus, dacă propoziția „p aparține clasei K” este 
adevărată, atunci nu este demonstrabilă propoziția „,p 
aparține clasei K”, ceea ce este contradictoriu. Vom 
scrie To, cu simbolurile acestei probleme; echivalența 
(2) şi To, ne dau un modus ponens: 


=: (p): peK= Beu(peY?) 
To, —:(p) -pekR = Beo(peb) .D PaK 
- PaK 


Paradoxul nu mai poate apărea. Simbolul K nu re- 
prezintă nici o clasă care să poată fi dată î în formalismul 
logic considerat. 

Observaţie. Am văzut că predicatele sau clasele cu care am construit 
paradoxele sînt excluse ca valori posibile ale predicatelor variabile sau ale 
argumentului variabil (în cazurile particulare ale paradoxelor) şi aceasta 
prin funcţionarea însăși a mecanismului formal logic. Concluzia care se im- 
pune imediat este aceea că aceste predicate sau clase, din moment ce nu 
pot fi considerate printre toate predicatele sau, respectiv, printre toate cla- 
sele, nu sînt predicate sau clase. Dar atunci ce sînt? Vom afla răspunsul 
acestei întrebări în partea care urmează. 


4. Condiţiile deiiniţiei şi soluţia tuturor paradoxelor 
Din cele spuse mai sus am găsit soluția paradoxelor 
care se bazează pe o definiție de formă generală 


P(x) = pr= V(x) 


Paradoxele compatibil — incompatibil (şi cazul său 
particular, paradoxul lui Russell, predicabil — impredica- 
bil), izonom — heteronom (şi cazul său particular, paradoxul 
lui Grelling— Nelson, zautologic— heterologic), iz0morf — he- 
teromorf (şi cazul său particular, paradoxul lui Richard), 


paradoxul teoriei tipurilor, ca şi paradoxul clasei claselor 
incompatibile (și cazul său particular, paradoxul lui Russell 
al clasei claselor care nu își aparțin ca element), ca și para- 
doxul lui Gâdel sînt rezolvate. Rămîne să mai găsim soluția 
paradoxelor care se bazează pe o definiție de formă ge- 
nerală 


P(x) = pev(x) 


și ale căror cazuri. particulare sînt paradoxele lui Burali- 
Forti, Cantor, Zermelo-Kânig şi Skolem. Soluția găsită ar 
fi suficientă şi pentru rezolvarea acestor paradoxe, dar 
vom pleca de la un alt punct de vedere, care va arunca o 
nouă lumină asupra soluției date. 

rea 

Faptul cel mai neglijat de logica matematică este noțiu- 
nea de definiție, care a fost introdusă foarte simplu prin 
simbolul „= ps” pus între două expresii simbolice, cu sin- 
gura specificare ca cele două expresii simbolice reprezen- 
tate, „una, de termenul definiens (la dreapta) şi, cealaltă, 
de termenul definiendum (de stînga) înseamnă acelaşi 
lucru. Definiția este o noțiune foarte delicată şi extrem 
de importantă atît pentru matematică, cît şi pentru filo- 
zofie. , 
Filozofia nu s-a putut constitui decît în momentul 
în care Socrate a descoperit noțiunea de definiție. Aristotel 
a făcut din definiție nervul motor al deducției silogistice, 
termenul mediu fiind o definiție; Leibniz a conceput defi- 
niția ca începutul și sfîrşitul oricărei demonstrații, o demon- 
strație nefiind decit un lanţ de definiții etc. Cu toate acestea, 
noțiunea de definiție a fost acceptată în logica matematică 
într-o manieră vagă şi neprecisă, şi Russell a fost, nevoit 
să conchidă : „Definiția nu este definisabilă şi nici măcar 
nu este o noțiune definită”. 

Această lipsă de precizie a noțiunii de definiție a pro- 
vocat o serie de dificultăți şi, cum foarte bine a remarcat 
Dubislav [1], nu există în teoria lui Frege o caracterizare 
exactă a construcției regulate în simboluri, a unei formule. 

Vom considera ca semn al definiției semnul „= pr” ; acest 
semn nu este definit; el este o relație între expresia care 
defineşte (definiens) şi expresia definită (definiendum), 
relație care poate fi adevărată sau falsă. 
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Există o serie întreagă de condiții pe care o definiție 
trebuie să le îndeplinească și pe care le găsim enumerate în 
orice tratat clasic de logică. O definiție se enunță prin genus 
Broximum et differenha specifica ; definiția trebuie să con- 
vină definitului în întregime și numai definitului — fos 
et sohi definito ; într-o definiție este obligatoriu să se poată 
înlocui definitul prin definisant (condiția pascaliană a 
definiției, care a fost utilizată de Behmann pentru a găsi 
o soluție a paradoxelor, dar ea s-a dovedit insuficientă) etc. 

Vom aminti aici, în mod special, două reguli fără de 
care nici o definiție nu poate fi constituită. 

(1) O definiție nu trebuie să fie construită zdem per 
idem, ea nu trebuie să fie tautologică; nu se poate defini 
definitul prin. definit — defimendum per definiendum. 
O formă mai dezvoltată a falsei definiții 2dem fer 1dem 
este csrculus in definiendo sau dialela : se definește un lucru 
prin altul, dar fiecare se defineşte prin elementele celui- 
lalt. De exemplu : „reprezentările sînt complexe de sen- 
zații şi „,senzațiile sint complexe de reprezentări“. 

(2) O definiție nu trebuie să conțină o contradicție, în 
speță, nici o contradictio în termims, nici o contradictio in 
adjecto. 

Să notăm definiendum prin D şi definiens prin d ; relația 
de definiție se scrie: 

D =npsd 


Condiţiile precedente sînt necesare, dâr nu suficiente 
pentru ca D şi d să fie în relație de definiție. Dar dacă una 
din aceste condiții nu este satisfăcută, relația de definiție 
D = psd este falsă, adică este fals că expresia d este în 
relație de definiție cu expresia D. 

După această introducere, să examinăm definiția 
următoare : „dacă x are predicatul v, atunci x are predicatul 
e”, sau, în simboluri: 


P(x) =orv(x) (a) 
Conform condiției (1), această definiție poate să nu fie 
falsă atîta timp cît V = e (condiție necesară), altfel avem o 
definiție zdem per 1dem, în care definitul este definit prin 
definit : 
P(x) = pep(%) 
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Ultima propoziție este adevărată, fiind o identitate, 
dar, ca definiție, ea este falsă, tocmas pentru că este o iden- 
titate. În consecință, în definițiile de forma (a) sîntem 
obligați să ținem seama de condiția (1) a definiției, de a nu 
defini definitul prin definit, dem per 1dem, şi să conchidem 
că predicatele V şi e nu pot fi identice, deci V 4. 

În mod analog, în definiția 


o(x) pe = V() (b) 


sîntem obligați de condiția (2)'a definiției să conchidem că 
predicatele v şi e nu pot fi identice, pentru a nu construi 
o definiție prin contradicție, deci vw zg. Tocmai această 
condiție a fost pusă în evidență de teorema Tu, pe care am 
obținut-o prin demonstrație. 

Avem deci rezultatul următor: definițiile generale de 
forma (a) și definițiile generale de forma (b) implică, fiecare 
dintre ele, condiția W 3 go, dar această relație v ze nu 
implică definiția (a (a) sau 1 definiţia (b) ; într-adevăr, se poate 
ca W = e să fie adevărat (cele două predicate nu sînt iden- 
tice), dar funcțiile V(x) şi (x) sau —q(x) să nu fie în relație 
'de definiţie, deoarece di. este necesară, dar nu suficien- 
tă. Avem deci formulele următoare: 


D, —: p(3) =vru(z) D-vze 
De —: 03) =n= va) D-yse 


Aceste formule au fost obținute cu ideile de identitate 
și non-identitate, implicație, definiție şi condițiile defini- 
ției, fără a ține seama de teoria tipurilor; ele aparțin deci 
sistemului Principia Mathematica fără teoria tipurilor. 

Relația V + e priveşte numai predicatele v şi e (funcții- 
le), dar argumentul nu este supus nici unei condiții. 

Am discutat pe larg formula D, cu ocazia teoremei To ; 
formula D, este o tautologie, afirmație uşor de verificat 
dacă întocmim tabloul respectiv al valorilor de adevăr. 
Dar putem observa direct că: 1) dacă definiția e(x)=prv(x) 
este adevărată, ea îndeplinește condițiile definiției, deci 
V az e este adevărată; 2) dacă o(x) =npru(x) este o 
definiție falsă, ea implică totul, deci şi yo, fie că 
această ultimă relație este adevărată sau falsă. 
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În concluzie, dacă afirmăm o definiție de tipul ge- 
neral 


- (x) —Df V(z), 


ea implică, în mod automat, printr-un modus ponens, în 
virtutea tautologiei D,, relația 


-:yeo 
Deci echivalența generală care rezultă de aici 
=: (0) - e) =) 
este însoțită de relația (pe care o implică) 
| —-:Vv=e, 


care este introdusă de chiar condiția definiției. 


" Argumentul poate să varieze în mod arbitrar, dar func- 
țiile nu sînt absolut arbitrare. 


Formulele D, şi D, pot fi scrise, ca și în cazul lui Tu 
în termeni de clase: 


D, Fixeâ(șz)=m xeâ(yz)-D-â(y2) x â(ez) 


D,  kHi:xe2(oz) =pe — xe2(yz):D -2(y2) 4 2(gz) 


Pentru q constant, e =P, D, în comprehensiune și 
în extensiune devine: 


D, kF:Pla)=nev(a):D:yzP 


D, bh:xeâ(Px) =nrxe2(Vz) : 2 - 2(2) (22) 


Deoarece formulele D, și D, sînt tautologii şi deci sînt 
valabile oricare ar fi valorile variabilelor, să scriem x =y 
și obținem astfel: 


D, =:e0(j) = vw). D-yv 7 e 
Da —: p(9) == (9) - Dove 
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Dacă facem aceeași substituție x = în formulele 
D, şi D, scrise în termeni de clase, obținem: 


|: Vez(oz) = VW e 2(Vz):D -2(yz) 3 2(e2) 
- : Ve 2(92) =os — Ve 2(yz)-2 :2(yz) 3 2(02) 
Pentru e = P (constant) obținem: 
—-: P(Y) =oe  V(W)-D-vz 
—: P(9) or = VW? 


Sau, în extensiune ; 
: pe 2(Pz) pr ve (92): D042) 3 2(Pz) 
-: pe 2(P2) —pe— e â(92)-D -î(y2) = 202 


Am obținut cu D, aceleași rezultate pe care le-am ob- 
ținut cu teorema To. În ceea ce priveşte D,, ea ne va dez- 
vălui imediat natura predicatelor compatibil, predicabil, 
120n0m, autologic etc. şi, de asemenea, natura clasei claselor 
compatibile, a clasei claselor care îşi aparțin ca element etc. 

Să examinăm acum unul dintre paradoxele construite 
de noi, de exemplu, paradoxul clasei claselor incompatibile 
(toate paradoxele fiind de același tip). Am avut cele două 
serii de clase, corespunzătoare celor două serii de predicate 
ordonate în două moduri diferite: 


= 
) 


0%» %o, Xa, . . 3 On 


Pr Pa Pas o Pa: 


Dacă clasa a, aparține ca membru clasei f., am spus 
că clasa «x este compatibilă şi, în cazul contrar, ea este 
incompahbilă ; am considerat apoi clasa G a tuturor clase- 
lor compatibile şi clasa I a tuturor claselor sncompatibile. 
Definiția clasei G este: 


—. ax € G =pr az € fz (1) 


Să scriem D, cu simbolurile acestei probleme, în ter- 
meni de clasă: 


D, _iax€ G=praz€ fa: DD - fr 2G 


130 


Deci definiția (1) implică, printr-un modus poneus, 
relația 


_:P-4£G 


Şi echivalența corespunzătoare definiției (1) este însoțită 
de această condiție: 


= 


— î (x) - dx € GE az Bz (2) 
-:Bz £G 


Aceasta demonstrează că în (1) sau în formele particu- 
lare pe care această definiție le poate lua, ca şi în echiva- 
lența (2), 6. nu poate lua valoarea G, deoarece atunci defi- 
niția inițială ar degenera într-o definiție idem per idem. 

Pentru « = f. (paradoxul lui Russell), cînd G devine 
clasa claselor care își aparțin ca element, obținem: 


_ ax 6 G =pt x € az, 
—: az + G 


Am scris definiția: „oricare ar fi clasa ax, dacă este 
membru al ei însăși, ea este membru al clasei G”. Relaţia 
ax z G arată că argumentul «, nu poate lua valoarea G. 
Să citim în această condiție «. + G, în mod riguros, faptul 
logic pe care ea îl exprimă. Prin definiția « € G =—pr a€ & 
vrem să definim clasa G. Condiţia «x + G, impusă de D,, 
arată că G nu poate fi o valoare a argumentului «,, că G 
nu poate fi identic cu «,, deci definiția lui G nu poate fi 
identică cu definiția lui «, (oricare ar fi ea). În consecință, 
dacă nu avem o altă definiție pentru G, alta decit defini- 
ţia unuia dintre membrii săi, G nu este definit şi expresia 
«Ea, nu este un termen definisant (definiens) pentru 
simbolul G. Într- adevăr, al doilea membru al definiției 
date, a.€ a, este format ca definiția clasei «, şi cu o pro- 
prietate care decurge, pentru ea și numai pentru ea, din pro- 
pria sa definiție, deci nu avem efectiv decît definiția clasei 
a; condiția «, + G arată că expresia «ca, formată ex- 
clusiv cu definiția clasei «, și nimic altceva, nu poate să fie 
termen definisant pentru o altă clasă G. Faptul este evi- 
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dent, deoarece, dacă G are definiția lui «,, dacă scriem deci 
a, = G (fără să ținem seama de D,), căpătăm: 
G € G —Dţ G € G, 
relație care este o identitate şi deci o definiție falsă, dem 
Der 1dem. 
Dar această concluzie nu rezultă din faptul că expresia 
a, € «, înseamnă „orice clasă care se conține ca membru“ şi 
din faptul că Gartrebui definit, în consecință, ca și membrii 
săi ; faptul logic exprimat aici este mai vast şi poate fi re- 
găsit în alte expresii, nu numai în cele construite cu sim- 
bolul de apartenenţă. | 
Într-adevăr, să ne referim la simbolul de incluziune şi 
să construim în cadrul seriilor claselor paradoxului compa- 
tibil —' incompahibil definițiile următoare: 
O C G = pa. C BR 
a CI = pr= (a, CB.) 
Dacă nu ținem seama de condițiile definiției, putem 
scrie echivalențele generale : 
(a): C GC B 
(a) i ai [ = — (aa C 6.) 
Pentru «, = B, obținem: | 
(6) "Ba G= 6. C B+ 
(6) Ba E L= > (B.C 8.) 
Pentru f, = G şi, respectiv, &.=T 
GCG=GCG 
TC T= -(TCT) 


Ultima echivalență spune că propoziția „clasa I este 
inclusă în clasa I'” este echivalentă cu propoziția „clasa T 
nu este inclusă în clasa I[”, ceea ce este absurd. Dar prima 
echivalență a transformat definiția inițială într-o definiție 
idem per idem, şi a doua, într-o contradicție. 
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In general, să presupunem că scriem definițiile următoa- 
re, în raport cu două serii de clase construite în paradoxul 
claselor încompatibile: 


= ” a.R Gu — Df ARB 
=. AR T = pr (4xRP2) 


Prima definiție enunță: „dacă clasa «, are relația R 
(oricare ar fi ea) cu clasa f, de acelaşi rang din a doua serie, 
atunci expresia «RP. defineşte o altă clasă G, cu care «x 
are relația R“*. A doua defiriiție enunță: „dacă clasa « 
nu are relația R cu clasa f, de același rang a seriei a doua, 
atunci expresia —(a.RP.) defineşte clasa I, cu care «, are 
relația R'“. Condiţiile definiţiilor (1) şi (2) impun relația 
A. =G,, pentru a nu avea o definiție dem per idem, şi 
6, + Tu, pentru a nu avea o definiție. contradictorie. Dacă 
nu ținem seama de aceste condiții, atunci avem echivalen- 
țele generale : | 


- (4) ” XR Gy = AR Pa 
=: (a) - RI = = a.RP 


: (ax) - 4 RG, = a, Ro 

a. RT = — (a,Ray 

Pentru a, = G, şi, respectiv, pentru a, = TI, obținem: 
=. G,RG, = GRG 
= TRI. = — IRT 


Am ajuns la paradoxe. 

Dacă ar fi trebuit să urmărim linia lui Russell, ar fi 
trebuit să spunem că expresiile de forma «cs, « Caşi, în 
general, «Ra, sau sub forma negativă, — (ac a), — (« C a) 
și, în general, — «Ra, nu au sens, adică, o clasă nu ar putea 
avea nici o relație cu ea însăşi, ceea ce este absurd și în 
contradicție cu faptele. 

Expresiile de forma acas, «Ca, și, în general «Ra, 
sau, sub forma negativă, —a€a, —aCa, și, în general, 
—aRa, formate cu definiția unei singure clase și bazate pe o 


dle ale 
& 
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velație pe care această clasă ar avea-o în virtutea propriei 
sale defimții exclusiv, nu sînt deci termeni definisanți pentru 
nici o altă clasă G sau IL, deoarece clasa G sau clasa IL trebuie 
să aibă o definiție care nu poate fi identică cu definiția clasei 
&, Sau care nu poate fi exprimată prin defimha clasei a sau 
Brin proprietățile care decurg pentru a, din propria sa defi- 
mite. 

Principiul cercului vicios al lui Russell era: nici o co= 
lecţie nu poate fi definită dacă ea conține membri care nu pot 
fi definiți decît cu ajutorul colecției luate în totalitatea 
ei. Principiul este adevărat, dar el nu enunță faptul logic 
general exprimat de condițiile (1) și (2) ale definiției : defrns- 
pa unei clase a« și proprietățile care vezultă; pentru ea şi 
numai pentru ea, din propria ei defimție, nu pot fi defim- 
sante pentru muci o altă clasă G sau T, ca, exclusiv numai 
Dentru a. Faptul este evident, din moment ce, tocmai 
prin definiții distingem lucrurile între ele. Iată sensul con- 
se ia impuse prin regulile definiției, traduse prin relațiile 
P> F Gu sau Pi 4 I,, în cazurile particulare. 

Acelaşi lucru este valabil pentru definițiile în com- 
prehensiune : 

P(o) = pt e(0) 
P(o) = pr— e(0) 

Expresiile o(0) şi —ce(q0) nu sînt definisante, nu sînt. 
definientes, pentru expresiile primului membru, pentru 
că definiția unui predicat şi proprietățile care ar decurge 
pentru el şi numai pentru el din propria sa definiție nu pot 
să definească nici un alt predicat P, ci numai g, ceea ceD, 
ȘI D, au impus prin relația o+P. 

Se vede acum de ce clasa tuturor claselor nu este defi- 
nită : se ia noțiunea de clasă şi definiția sa şi se pretinde ca 
această definiție să definească o altă clasă, clasa tuturor 
claselor ; dar definiția noțiunii de clasă nu poate fi Zefrnens 
pentru nici o altă clasă, decît pentru noțiunea de clasă, deci, 
dacă încercăm să definim încă o clasă cu această definiție, 
realizăm o falsă definiție zdem per dem. 

Clasa tuturor claselor nu este altceva decit extensiunea 
noțiunii de clasă. Acesta este motivul pentru care nu e 
posibil să definim clasa tuturor claselor prin noțiunea de 
clasă, decît printr-o definiție sdem per idem. 
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In acest fel, paradoxele lui Burali-Forti, Cantor, Zerme- 
lo-Kânig și Skolem, care presupun clase definite încăl- 
cînd condiția (1) a definiției exprimate de D,, sînt rezol- 
vate. 

Celelalte paradoxe au fost rezolvate prin teorema To 
sau D;. | 

În consecinţă, elementele care lipseau din sistemul Prrn- 
cupa Mathemahca sau din celelalte sisteme înrudite erau 
tautologiile D, şi D, care exprimă două condiții ale defi- 
niției şi care pot fi scrise, într-un mod mai general, 
astfel : 


D, =:xRo =pxRV-D- Vaze 
D, -:xRo =pr = xRV-Dizo 


Aceste formule spun: pentru ca expresiile xRy sau 
— XRy să fie defimsante trebuie ca simbolul V să fie non- 
3dentic cu q. Mai este necesar să remarcăm că, pentru ca 
aceste expresii să fie definisante, trebuie ca simbolul 
să nu presupună simbolul e nici măcar într-un mod in- 
direct, pentru că în acest caz am obține o definiție dem 
Der idem de speța a doua, dialela. 

Cu alte cuvinte, simbolul V nu poate fi definit nici el 
cu simboluri care servesc la definiția lui g. 

Pentru Russell, problema s-a redus la examinarea expre- 
siilor de forma «€a și —a«€a, sau — (e) şi (o), pe care 
el le-a declarat lipsite de sens, ceea ce l-a condus la teoria 
tipurilor. Pentru noi, clasa claselor care se conțin ca 
element 


G = pr&(a € a) 
sau clasa claselor care nu se conțin ca element, 
I[ =pr&(-aen) 
Și, în mod general, clasele definite în acest fel, 
G = pr& («Ra«) 
I = pr&(-aRo) 


nu sînt definite, deoarece expresiile din dreapta ale acestor 
definiții nu sînt termeni definisanți, fiind formate dintr-o 
clasă şi din relația ei cu ea însăși care decurge din propria 
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sa definiție. Russell a crezut că expresii ca «ca şi —a«€a 
nu șînt definite şi nu reprezintă nimic. Dar este evident că 
propoziția „predicatul mamifer nu este el însuși un manii- 
fer'* are un sens precis, sau, în termeni de clasă, „clasa 
mamifer, nefiind un mamifer, nu se conține ca element“; 
sensul lor nu poate fi negat, dar, pentru că sînt formate 
cu definiția predicatului mamifer sau a clasei mamifer 
exclusiv, aceste propoziții nu pot fi definisante pentru nici 
un alt predicat sau clasă, ca şi, în general, expresiile de 
tipul VR/ sau —yRV. 

(Vom reveni asupra sensului expresiilor de forma RY 
și — RY sau &(oRa) şi &(—aRa) în capitolul „Explicația 
paradoxelor”.) 


5. Terminus esto triplex 


Am căutat soluția paradoxelor plecînd direct de la date- 
le problemelor enunțate în paradoxe. Am putea urma 
însă și altă cale. 

Se știe că Aristotel însuşi (Analytica priora, I, 1) a 
stabilit că principiul silogismului este principiul dictum de 
ommi et nullo, pe care logica scolastică il va enunța sub 
forma : 

Qudquid de ommibus valet, valet etiam de quibusdam et 
singulis ; gqmdqguid de nullo valet, nec de gmibusdam vel 
swngulis valet. Ceea ce este afirmat (sau negat) despre 
tot este afirmat (sau negat) despre fiecare parte a acestui 
tot. Pentru silogismele în extensiune, acest principiu se 
aplică în mod necesar, deoarece trecerea de [a specii la 
genuri se bazează tocmai pe el. Dacă privim raportul ter- 
menilor unui silogism din punctul de vedere al conți- 
nuturilor lor, acest principiu devine nota notae est nota 
re! 1PS1us, sau, praedicatum praedicati est etiam praedicatum 
subjecti. În cazul în care un predicat nu convine predi- 
catului subiectului, acest predicat nu convine nici subiec- 
tului: refugnans notae repugnaus vei ipsi, sau repuenaus 
Draedicati vepugnans vei 1ps1. 

Logica scolastică s-a ocupat îndelung de acest principiu 
pe care l-a considerat cînd în comprehensiune, cînd în 
extensiune și pe care l-a declarat „axioma silogismului“. 
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Este indiferent dacă acesta este unicul principiu al tu- 
turor modurilor şi figurilor silogistice — problemă care a 
fost dezbătută de unii logicieni —, deoarece este sigur că 
principiul dictum de omni et nullo este un principiu al 
silogismului şi acest lucru ne interesează aici. 

Într-adevăr, să presupunem că: 1) y are predicatul g; 
2) x are predicatul y; 3) atunci x are predicatul g. Prin- 
cipiul precedent se aplică în mod strict şi obținem silo- 
gismul următor în Barbara, al primei figuri, scris în com- 
prehensiune : 


- : (4). v(x)- D-e(x) (1) 


Sau în extensiune: 


| : 2(yz) C 2(0z) - x € 2(yz): D - x e 2(02) 


Considerînd forma negativă a acestui principiu (inclusă, 
de altfel, în formele silogistice precedente), putem să 
scriem : 


-: = p(9) - va): D-—e(3) (2) 


Dacă o entitate logică x are predicatul y, faptul că 
are predicatul q ne autorizează să-i acordăm lui x predica- 
tul o; dacă o entitate logică x are predicatul v, faptul că 
W nu are predicatul e ne autorizează să nu-i acordăm lui 
“x predicatul o. Acesta este raportul logic al noțiunilor și 
rolul termenului mediu în silogism. 

Fără acest mecanism, din simpla atribuire a unui pre- 
dicat V unei entități x, nu rezultă nici o altă proprietate 
pentru x. 

Este adevărat că există forme incomplete ale silogis- 
.mului ca entimema, şi în care una dintre premise este sub- 
înțeleasă, fiind uşor şi direct descifrabilă în raportul care 
există între premisa dată și concluzie, aşa că putem scrie: 


(x) 2 e(>) 


„Dacă x are predicatul v, atunci x are predicatul e”. 
De exemplu, putem spune: „aerul este o substanță”, deci 
„aerul are greutate”, subînțelegind premisa: „orice sub- 
stanță are greutate”. 
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Silogismele citate sînt valabile pentru toate valorile 
variabilelor, dar nu în mod complet arbitrar: ele trebuie 
să satisfacă legile silogismului. 

De exemplu, din două premise afirmative nu poate să 
decurgă o concluzie negativă: ambae affirmantes negqueunt 
generare negantem. 


ȘI mai interesantă este regula conform căreia concluzia 
urmează partea cea mai slabă: peșorem seguitur semper 
conclusio partem. Aceasta înseamnă că dacă una dintre 
premise este particulară, concluzia este particulară, şi dacă 
una dintre premise este negativă, concluzia este negativă. 
În consecință, într-un silogism incomplet, entimema, dacă 
premisa dată este negativă, concluzia este negativă : 


- V(3) 2 = e(z) 


Din faptul că o entitate logică x nu are, pur şi simplu, 
predicatul V nu poate să rezulte decît rezultatul negativ că 
x nu are un predicat ge, bazindu-ne pe raportul logic sub- 
înțeles dintre V şi p. Această regulă ar putea servi la găsi- 
rea soluției paradoxelor. 

Menţionăm aici, în mod special, prima regulă a silogis- 
mului, după care orice silogism trebuie să aibă trei termeni, 
nici mai mulți, nici mai puţini: terminus esto triplex. Chiar 
într-un silogism incomplet, în entimemă, cu toate că una 
dintre premise nu apare în mod explicit, există trei ter- 
meni. Deci, prima regulă a silogismului impune silogismelor, 
fie sub forma (1), fie sub forma (2), condiția de a avea 
trei termeni distincți, deci x, v şi e nu pot fi identici, 'doi 
cîte doi: | 


p. Bl 
: x 9 
V=e 
Numai în acest caz este posibil să atribuim sau nu unei 
entități logice x un predicat e, bazîndu-ne exclusiv pefap- 


tul că x nu are predicatul y. Chiar în entimemă, condiția 
este indispensabilă. 


138 


Să revenim acum la definițiile care provoacă parado- 
xele. Din faptul general că o entitate logică x are predi- 
catul V, i se atribuie lui x un predicat ge: 


(x) = V(3) (a) 
Din faptul că o entitate logică x nu admite predicatul v, 
atribuim lui x predicatul q: 


(x) ne — (3) (b) 

Se vede că asemenea definiții sînt formele silogistice 
prescurtate, entimeme, care, dacă s-ar ține seama de relația 
logică existentă între cei doi membri (implicația), ar trebui 
scrise : 

V(x) Dre e(x) (a”) 
— V(2) Doe e(2) (b”) 

În definițiile (a) și (b) am ținut totuși seama de faptul 
că avem de-a face cu un antecedent logic şi un consecvent 
logic și termenul din dreapta a fost numit defimiens iar 
termenul din stînga, defimendum. Este adevărat că dacă 
termenul definiens este adevărat, termenul definsendum 
este şi el adevărat; dacă termenul definreus este fals, ter- 
menul defimendum este şi el fals, dar numai dacă între V 
şi o există un raport logic enunțat explicit sau implicit şi 
care presupune principiul nota notae est nota vei 1psius, 
fie în comprehensiune, fie în extensiune. Rezultă de aici 
că în definițiile de forma (a) sau (b) trebuie să existe un 
raport logic între simbolurile / şi e, în aşa fel încît acest 
raport să facă posibilă atribuirea predicatului e lui x, bazîn- 
du-ne pe atribuirea sau non-atribuirea predicatului V lui 
x, ceea ce ar trebui să stabilească o a doua premisă care 
nu apare. 

Acesta este mecanismul predicației și nu se cunoaşte altă 
Bosibihitate de a atribui sau nu un predicat p lui x, din Sim- 
Plul fapt că x ave sau nu are un predicat V. 

Din aceste condiții ale silogismului rezultă deci două 
lucruri: 1) că în definițiile (a) şi (b), simbolurile x, V și 
nu pot fi identice, două cîte două; 2) că între vV şi e există 
un raport logic, pe care definițiile precedente îl presupun 
și care le face posibile, chiar dacă acest raport ar fi sta- 
bilit în mod convențional, sau ar însemna 0 abreviere etc. 
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În consecință, în definițiile (a) şi (b), x nu poate să ia 
niciodată valoarea v sau q, după cum, de altfel, | nu poate 
lua valoarea e, deoarece, în caz contrar, nu se mai respectă 
prima regulă a silogismului, terminus esto triplex, şi se ajun- 
ge la rezultatul: 


9(V) =oe V(V) 
9(|) =0i — (4) 

Cu alte cuvinte, asemenea definiții nu sînt permise, -deoa- 
vece, în felul acesta, nw îi se poate atribui unei enhtăți logice 
V, în virtutea faptului că ea admite un predicat y (sau nu 
îl admite), un alt predicat; în acest caz, mecanismul lo- 
gic care ar face posibilă această predicahie nu poate functio- 
na, Dentru că nu există trei termemi. Aceasta este evident, 
pentru că din faptul că definim un predicat V şi din faptul 
că pentru / rezultă o proprietate din propria sa definiție, 
pentru V nu poate să rezulte nimic altceva decît propria 
sa definiţie. 

Această concluzie arată că probleme ca acelea expri- 
mate de paradoxele” lui Burali-Forti, Cantor, Russell etc. 
nu pot îi enunțate în definiții logice. În ceea ce priveşte 
paradoxele mai generale, construite de noi, ca şi paradoxele 
lui Grelling-Nelson, Richard şi Gădel, ele pot fi enunțate, 
dar numai dacă se ține seama de condițiile precedente. 

Am regăsit astfel rezultatele obținute mai înainte pe 
alte căi, cu ajutorul principiului contradicției (Tw) sau în- 
trebuințind condițiile definiției (D, şi D,). 

Bineînțeles, aceeaşi concluzie se aplică, în mod exact, 
definiţiilor scrise în extensiune : 


x € 2(0z) = % € 2(Vz) 
x € 2(0z) =p: = x € 2(Vz) 


Și aici trebuie să avem trei termeni distincți pentru ca 
mecanismul. atribuirii să poată funcționa, deci: 
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Prin urmare, din definițiile precedente nu mai putem 
obține definițiile vicioase : 


2(y2) € î(92) os î(2) € 2(42) 
(42) € 2(02) =ot — 2(y2) € î(42) 


Aceste ultime definiții nu mai pot fi enunțate. 


Regula terminus esto triplex a fost stabilită şi amplu 
discutată de Aristotel însuși (Analytica priora, I, 25) şi a 
fost unanim recunoscută de atunci, în toate tratatele de 
logică, pentru că ea a descifrat în principiul silogismului 
nota motae est nota vei 1psius cei trei termeni distincți res, 
nota şi nota notae, fără de care mecanismul silogistic al 
predicației nu este posibil. Kant [1] scrie, referitor la aceas- 
tă regulă, că este într-adevăr necesar să avem trei termeni, 
pentru a lega doi termeni, subiectul şi predicatul, printr-o 
notă (Merhmal) intermediară, iar logicianul Liard spune, 
în Logica sa, că această regulă nu este o simplă regulă, ci 
enunţul însuşi al silogismului. 

Atragem atenția că această regulă este formulată în 
mod complet sub forma terminus esto triplex, medius, ma- 
J0r, minorgue, atenţia logicienilor fiind fixată mai ales asu- 
pra ultimei părți a acestei expresii, parte care enunță aspec- 
tul cantitativ al termenilor unui silogism: termenul me- 
diu, termenul major și termenul minor. S-a acceptat ast- 
fel, în mod natural şi implicit, obligația exprimată de 
această regulă, fără a i se mai da semnificația veritabilă 
și primă pe care ea a avut-o în gîndirea Stagiritului. Însă 
tocmai asupra numărului de trei (al termenilor) a insistat 
Aristotel în capitolul respectiv din Anabthica Prora şi, 
în acest sens, regula poate fi numită regula predicatiei me- 
date. Predicația mediată are loc între doi termeni prin 
intermediul unui al treilea și atunci această regulă este 
chiar definiția silogismului, observație făcută chiar de 
Iiard. 

Eroarea comisă în paradoxe consistă deci în tentativa de 
a construi o predicație mediată cu'doi termeni, adică fără 
termenul intermediar, ceea ce nu este posibil şi ceea ce 
conduce la o petstio principii sau circulus in probando (dacă 
privim predicația mediată ca o argumentare), sau la o 
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definiție dem per idem sau contradictorie (dacă privim acest 
mecanism ca un procedeu de definiție). 

Aristotel a enumerat aproape toate speciile de sofisme, 
dar nu a bănuit posibilitatea acestui sofism, care înseamnă, 
în fond, construcția unui silogism cu doi termeni, în care 
nu există nici o predicație. (Ne reamintim că H. Poincars, 
fără a se folosi de „tehnica“ logicienilor, printr-o intuiție 
genială, a ebservat că paradoxele apar numai grație unor 
definiții nepredicative). 


6. Observaţii generale 
(1) Formula paradoxelor 


Toate paradoxele sînt bazate pe o singură şi aceeași 
greşeală de logică care se comite nerespectindu-se regulile 
definiției exprimate de D, și D,, sau încălcînd principiul 
contradicției (fapt pus în lumină de Tu) sau, în sfîrşit, 
neținîndu-se seamă de regula ferminus esto !riplex care 
exprimă mecanismul. predicației. Eroarea este aceeaşi, pri- 
vită însă din trei puncte de vedere diferite. Formula ge- 
nerală pentru construirea unui paradox, fie de tipul lui 
Burali-Forti, fie de tipul, mai general, formulat de noi, 
este : 

(a) „Dacă x are predicatul V(variabil), atunci x are predi- 
catul P“. 

(b) „Dacă x nu are predicatul y (variabil), atunci x are 
predicatul P*. | 
Trebuie să remarcăm că, în fond, avem o singură formulă. 
Să enunțăm o problemă într-un cadru oarecare, bazată 

pe una dintre aceste definiții, în care v să fie variabil; 

dacă nu ținem seama de D, sau D;, y va lua valoarea P, la 
un moment dat, şi paradoxul se va produce, pentru că 
acest caz corespunde propozițiilor implicit conținute în 

definițiile (a) sau (b): „Dacă predicatul x are predicatul P, 

atunci x are predicatul P“ (definiție zdem per 1dem), sau 

„dacă x nu are predicatul P, atunci x are predicatul P“ 

(definiție contradictorie). Lucrul acesta se întîmplă pentru 

orice x, deci şi în cazul particular x = y. S-ar putea con- 

strui paradoxe mult mai complicate, plecînd de la definiția 
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și mai generală: „dacă x nu are predicatul V (variabil), 
atunci x are predicatul e (variabil)“, făcînd să corespundă 
fiecărei valori a lui q o valoare şi numai una, pentru V. 
Paradoxul va apărea în mod inevitabil în momentul în 
care y va lua o valoare determinată 4, care să fie exact 
valoarea corespunzătoare Pe A variabilei pentru indicele k, 
adică VW; = qu (fără a mai ține seama de relația y 70). 
În mod analog, se pot construi paradoxe mai generale, 
bazate pe una din propozițiile următoare, care sînt for- 
mele cele mai generale ale definiţiilor (a) şi (b): 
(A) „, Dacă x are relația R cu V, atunci x are velatia R cu q“. 
(B) „Dacă x nu are vrelaha R cu V, atunci x are relatia R cu q“. 
Orice definiție care are una din formele precedente, 
oricare ar fi semnificația simbolurilor, poate să provoace 
un paradox dacă nu se respectă D, sau D,. Dar paradoxul 
este acceptat prin definiție. 


(2) Unicitatea soluţiei 


Trebuie să observăm faptul remarcabil că soluţia este 
unică și de natură pur logică, nepresupunînd nici un ele- 
ment străin de principiile clasice ale logicii. 

În urma criticii făcute, în mod special, de Ramsey, 
Russell a acceptat despărțirea antinomiilor în antinomii 
logice şi antinomii semantice sau sintactice (lingvistice) și 
a renunțat la teoria ramificată a tipurilor şi la principiul 
de reductibilitate. Soluția dată de noi demonstrează că 
nu există nici o diferență logică între antinomiile logice 
(paradoxul compatibil — incompatibil şi cazul său parti- 
cular, paradoxul lui Russell predzcabi/—"mpredicabil, para- 
doxul clasei claselor 7mcompahbile şi cazul său particular, 
paradoxul lui Russell al clasei claselor care nu îşi aparțin 
ca element etc.), şi antinomiile semantice (paradoxul 120- 
nom—heteronom şi cazul său particular, paradoxul lui 
Grelling— Nelson, paradoxul lui Richard etc.). 

Această diviziune este fictivă, deoarece paradoxele se 
produc, toate, din aceeaşi eroare şi sint rezolvate, toate, 
cu aceeași soluție. Nu există decit paradoxe logice, toate 
de același tip. 

„__ Această clasificare nu este nouă ; ea este citată de Aristo- 
tel ([1], De Sophistacis Elenchis) care s-a ocupat de clasi- 
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ficarea sofismelor în două categorii : 1) sofismele de limbaj, 
numite 74 dictione — mapă mi AtEw; 2) sofismele de gîn- 
dire sau logice, numite extra dictionem — oi Etw ris Neewv. 
Această clasificare, menținută de aproape toate manualele 
de logică, a fost contestată chiar de Aristotel. El nu a 
susținut niciodată că cele două specii de sofisme nu au 
aceeaşi soluție şi scrie textual: 

„Diferența pe. care o fac unii între argumente, spunînd 
că unele se referă la limbaj și altele la gîndire, nu este adevă- 
rată. Este absurd să presupunem că există argumente care 
se referă la cuvinte și altele care se referă la gîndire, şi 
că deci ele nu sînt identice“ ([1], og. czt., 10). 


(3) Paradoxele și principiile logice 


Deoarece expresiile de tipul q(o) sau —c(0), sau, în 
extensiune, «ca şi —(«ca) nu puteau fi declarate adevă- 
rate sau false, pentru că s-ar fi ajuns la paradoxe, Brou- 
wer şi Şcoala intuiționistă ca şi cei care au creat logici poli- 
valente, Lewis, Lukasiewicz, Paulette Fevrier, ]. C. Des- 
touches, Church etc. au crezut că principiul terțului exclus 
are o aplicație mai restrînsă şi că antinomiile logico-mate- 
matice sînt provocate tocmai de acceptarea valabilității 
universale a acestui principiu. Cu toate că problema logi- 
cilor polivalente este independentă de. problema paradoxelor, 
vom face o remarcă privitoare la prezența acestui principiu în 
paradoxe. Într-un paradox se obține echivalența a două 
propoziții contradictorii (prin diferite substituții) : 


-.:p=-p (1) 

Conform propoziției *5.23 din Principia Mathematica, 

echivalența a două propoziții oarecare p şi q poate fi scrisă 
după cum urmează: 


*9.29 —-:-p=q-=:p-qv-p--q 
Făcînd în această formulă q = — p, obținem: 
pp ip pu p-p 


Sau încă: 
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Echivalența celor două propoziţii contradictorii este 
echivalentă cu afirmarea lor simultană, ceea ce încalcă 
principiul contradicției. Astfel, echivalența (1) afectează 
în mod indiscutabil: principiul contradicției, pe care nici 
Brouwer însuşi nu a îndrăznit să-l amputeze. Soluția dată 
de noi paradoxelor a arătat că, într-adevăr, principiul con- 
tradicției este acela care trebuie respectat într-o definiție 
de forma :. 


(x) =or = V(3), 


ca şi în echivalențele generale corespunzătoare, lucru expri- 
mat explicit de formulele "To sau D,. 


To a (e) e 0) e ue 
Da H-:0(x) = Va): D-vzoe 


Aceste tautologii, care. fac ca într-o definiție cu forma 
generală dată, sau în echivalența respectivă, să se țină 
seama de principiul contradicției, sînt universal valabile. 

Aplicarea principiilor logice, care sînt universale, nu 
poate duce la o limitare; pentru acest motiv valabilitatea 
formulelor Tw şi D, nu este limitată, pentru că ele exprimă 
această universalitate a principiului contradicției. 


(4) De ce nu au putut fi rezolvate paradoxele ? 


Rezultatele precedente au arătat, de asemenea, în mod 
explicit, cauza care a împiedicat pînă acum găsirea soluției 
paradoxelor, fapt care se poate rezuma în cele două obser- 
vații care urmează: 

(a) S-a căutat rezolvarea principalelor paradoxe pe o 
cale străină de contradicția reală, care s-a strecurat în 
definiția inițială a problemei, în speță, pe calea principiu- 
lui terțului exclus, în loc de aceea a principiului contra- 
dicției. Din faptul că o propoziție este echivalentă cu con- 
tradictoria sa, s-a tras concluzia că ea nu poate fi nici 
adevărată, nici falsă, deci ea scapă principiului terțului 
exclus. Aceasta este prima greşeală. 

(b) -Ocupîndu-se în mod special de problema expresiilor 
de forma (0) şi — (o), sau, în extensiune, «ca și 
— (a € a), care apar în paradoxele teoriei mulțimilor, logi- 
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cienii, şi printre ei, în primul rînd, Russell, nu au sesizat 
cele două roluri distincte ale aceluiași simbol e (sau o), 
ca argument și ca predicat. Eroarea a devenit atît de sub- 
tilă, încît nu i se mai putea stabili locul. Nu puteam înțe- 
lege de ce argumentul v este în relație cu simbolul 
în definiția e(V) =pr — V(V),. în speță, în relația up, 
din moment ce argumentul | nu apare direct în această 
relație, cu ș, ci ca predicat. Nu valoarea vV = q a argu- 
mentului provoacă paradoxul, ci valoarea V = ea predi- 
catului variabil / ca funcție. Acest lucru a apărut clar 
în definițiile generale de forma q(x) =ps — V(x) care stau 
la baza paradoxelor construite de noi şi, în fond, la baza 
tuturor paradoxelor. 

Dacă s-ar fi ţinut seama, şi s-ar fi aprofundat gîndirea 
lui Wittgenstein în această problemă, care a văzut cu 
toată claritatea care sînt motivele ce provoacă aceste con- 
tradicții, se poate presupune că încă de mult am fi avut 
soluția lor. Iată ce scrie el în privința întrebuințării acelu- 
iaşi simbol pentru două lucruri deosebite [1]: 

„În limbajul curent se întîmplă des că acelaşi cuvînt 
semnifică în două moduri deosebite — şi deci aparține unor 
simboluri diferite — sau că două cuvinte, care au semnifi- 
cații diferite, sînt aparent întrebuințate în acelaşi mod în 
propoziție“ (3.323). 

„Astfel se nasc uşor cele mai fundamentale confuzii 
(de care este plină întreaga filozofie)“ (3.324). 

„Pentru a evita aceste erori, trebuie să întrebuințăm 
un simbolism care să le excludă, neîntrebuințînd acelaşi semn 
în simboluri diferite şi neîntrebuințind semne în acelaşi 
mod cînd semnifică în moduri deosebite. Un simbolism, 
prin urmare, care ascultă de regulile gramaticii /ogzce — 
ale sintaxei logice. 

(Simbolismul logic al lui Frege şi Russell este un ase- 
menea limbaj, care nu exclude totuși toate erorile.)““ (3.325). 

Este astfel evident, pentru ce expresii de forma q(q) 
sau —q(q) etc. nu sînt corecte, conform celor spuse de 
Wittgenstein, fiindcă același semn q este întrebuințat pen- 
tru două semnificații deosebite: o dată ca argument şi o 
dată ca predicat al argumentului. 


VII 


PARADOXUL MINCINOSULUI 


Între paradoxele studiate pînă acum şi paradoxul minci- 
nosului există o mică diferență : în timp ce primele sînt con- 
struite cu funcții propoziționale, paradoxul 'mincinosului 
este construit cu funcții de adevăr. Din acest motiv, 
ne-am decis să examinăm .separat această antinomie, deşi 
natura: sa este identică cu a celorlalte. 


1. Analiza unui argument âvrorpEpov 


Vom examina, înainte de a ne ocupa de paradoxul nu- 
mit al mincinosului, un paradox analog, făcînd parte din 
cele numite de greci dvrorpepovra sau de latini, reciproca, 
ȘI în care mecanismul logic este mult mai vizibil, deşi 
are aceeași structură. După cum paradoxele construite de 
noi, compatibil — ncompatibil, 1zonom — heteronom etc., 
au dilatat eroarea, pentru a o face vizibilă și sesizabilă, la 
fel paradoxul de care ne vom ocupa va arăta defectul 
argumentației în paradoxul mincinosului. 

Una dintre variantele acestor argumente reciproca este 
următoarea. 

Un filozof este condamnat la moarte de către un calif. 
Acesta face o excepție de la regulă şi acordă filozofului 
privilegiul de a-și alege el însuși felul execuției. 

„Dacă îmi vei spune un adevăr, spune califul, vei fi ucis cu 
sabia ; dacă vei spune o minciună, vei fi ucis prin ştreang“. 


147 


Se lasă filozotului cîtva timp de meditație, după care 
el spune califului propoziția următoare: „Voi fi ucis prin 
ştreang“. Iată acum gravitatea problemei: dacă această. 
propoziție este adevărată, atunci filozoful trebuie să fie 
ucis cu sabia și deci propoziția este falsă ; dacă această pro- 
poziție este falsă, filozoful trebuie ucis prin ștreang, dar 
atunci ea este adevărată! Propoziția „Voi fi ucis prin ştreang“ 
afirmată de filozof, deşi are un sens precis, nu poate fi 
declarată nici adevărată, nici falsă, deși ea trebuie să fie 
adevărată sau falsă, fertium non datur! Acest paradox 
poate fi reconstituit în orice altă circumstanță, făcîndu-se 
să depindă adevărul sau falsitatea unei propoziții de un eve- 
niment viitor. Aceasta a condus la ideea că propozițiile 
referitoare la „viitorii contingenți“ — futura contingen- 
ha — scapă principiului terțului exclus, fiind nedetermi- 
nate, idee pe care unii au crezut-o profesată de Aristotel 
însuși, după cum am menționat deja. Vom vedea imediat 
că eroarea argumentației nu are nici o legătură cu tim- 
pul. | LP 

Să vedem mai întîi cum se introduce cl vicios. Con- 
dițile puse de calif sint: filozoful va spune o propoziție 
care, prin adevărul sau falsitatea: sa, va determina modul 
execuției sale. 

Filozoful enunță o propoziție A cărei adevăr sau fal- 
sitate depinde de modul execuției sale. 

Condiţiile au fost schimbate. Califul spune: 

1. Modalitatea execuției tale depinde de adevărul sau 
falsitatea propozitiei ce o vei spune. 

Filozoful ripostează prin propoziția sa: 

2. Adevărul sau falsitatea propozihiei mele depinde de 
modalitatea execuției mele.: 

Cu alte cuvinte, califul stabilise un antecedent logic 
care determină consecințele sale, în timp ce filozoful schim- 
bă problema, prin enunţul însuși al răspunsului său, luînd 
ca antecedent tocmai ceea ce enunţul problemei declarase 
drept consecvent. Criteriile 1) şi 2) sînt confundate într- 
unul singur, dar ele funcționează simultan, de unde cer- 
cul vicios. 

În general, dîndu-se o problemă în care rezultatul e 
datorit adevărului sau falsității unei propoziții p, se obține 
O petitio principii, sau un cerc victos, dacă facem ca valoarea 
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adevărului propoziției p să depindă tocmai de acest rezul- 
tat, adică, dacă se introduce explicit sau implicit, un cri- 
teriu invers în raport cu criteriul dat pentru determinarea 
valorilor de adevăr ale propoziției p. Fie K, criteriul după 
care decurg consecințele într-o astfel de problemă, conse- 
cințe determinate de valorile de adevăr ale unei propoziții 
p. Valorile de adevăr ale.propoziției p trebuie determinate 
de un alt criteriu K,, care nu poate fi criteriul FR, :K 7 Ra. 

Dacă nu se ține seamă de această condiţie, se ajunge la 

o problemă iluzorie, în care nu se spune nimic, și care e fie 
o tautologie, fie o contradicție, şi anume : 

dacă adevărul propoziției p este făcut să depindă de 
consecința însăşi care e determinată de adevărul propo- 
ziției p, avem o tautologie; dacă adevărul propoziției e 
făcut să depindă de consecința care e determinată de fal- 
sitatea propoziției p, atunci avem o contradicție. 

Astfel de criterii pot fi introduse pe ascuns, cum s-a 
văzut în exemplul de mai sus. În aceasta constă eroarea 
comisă de paradoxele de această natură: confundarea 
celor două criterii inverse, unul dat, celălalt introdus impli- 
cit. Dacă filozoful ar fi spus: „Voi fi ucis cu sabia“, n-ar 
fi rezultat nimic, afară de o tautologie trivială: dacă aceas- 
tă propoziție e adevărată, ea e adevărată; dacă e falsă, 


atunci e falsă. 

Deci nimic determinat, şi filozoful n-ar fi spus nimic. 

Pentru un adevărat logician, cealaltă propoziţie : „Vol 
fi ucis prin ștreang“, n-ar putea nici ea să însemne ceva, 
din motive de simetrie logică. Filozoful avea toată liber- 
tatea să spună orice propoziție, un singur drept îi lipsea: 
acela de a nu spune nimic. Prin propoziția sa, „Voi fi ucis 
prin ştreang“ el face să depindă valoarea de adevăr a aces- 
tei propoziții de consecințele care ar trebui să decurgă 
din valoarea de adevăr ale aceleiași propoziţii, deci a anu- 
lat criteriul care determină consecințele şi de aceea el nu 
spune nimic. | 

Analogia acestui paradox cu  antinomiile precedent 
studiate este evidentă. Fie, de exemplu,. echivalența gene- 
rală care conducea la paradozsul compatibil — incompatibil : 


() - P(x) = = (x) 
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sau în cazul particular predicabil—impredicabil (pentru x=yV): 


(6) - P(Y) = = v(v) 


şi unde teorema Tw ne-a obligat să ținem seama de relația 
W3£P. Şi aici se face o confuzie între două criterii: (1) 
faptul că o entitate logică x (sau V) nu are predicatul V deter- 
mină faptul că x are predicatul P. Criteriul invers este acun. : 
(2) faptul că o entitate logică x (sau V) nu ave predicatul P 
determină faptul pentru x (sau vV) de a avea predicatul P. 
Aceste două criterii inverse, confundate într-unul singur, 
fiindcă nu sînt explicitate, sînt introduse în momentul 
în care facem v = P, în echivalențele citate. Dar defini- 
țiile de forma generală 


P(x) nt V(z) 
P(x) = —V(x) 


au un termen definisant (definsens) şi un termen. defimt 
(definiendum), un antecedent logic și un consecvent logic, 
care nu pot fi interschimbate, așa cum au stabilit formulele 
To sau D, şi D,. 


2. Paradoxul mincinosului 


Paradoxul „Califul și filozoful“ este un caz mai general 
al paradoxului mincinosului. Propoziția „eu mint“ nu poate 
fi declarată nici adevărată, nici falsă, fără contradicție. 
Situația bizară care se creează este următoarea: deși ho- 
tărîrea cuiva de a minți întotdeauna pare legitimă, el nu 
poate exprima poziția adoptată decît printr-o contradicție. 

Ce înseamnă a fi mincinos? Este vorba de un mincinos 
consecvent, care a decis să mintă absolut întotdeauna, 
fiindcă cel care şi-ar lăsa libertatea să nu mintă o singură 

“dată ar scăpa paradoxului. A manți absolut întotdeauna 
nu înseamnă decît a afirma ca fund adevărat ceea ce e fals 
și ca fiind fals ceea ce e adevărat. Pentru a putea să mintă 
efectiv, mincinosul trebuie să ştie dacă ceea ce va minți 
e adevărat sau fals; altfel, neştiind aceasta, i se poate 
întîmpla .să spună adevărul, mințind la întîmplare, ceea 
ce e contrar ipotezei. 
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Mincinosul absolut își ia un angajament — care este 
tocmai definiția sa, enunțată prin „mint“ ; orice propoziţie, 
indiferent de conținutul său, caracterizată numai prin 
valoarea sa de adevăr, el o declară falsă, şi prin aceasta, 
el îi dă valoarea de adevăr, contrară celei ce o are. Numai 
în aceste condiții poate minți întotdeauna. 

Mincinosul poate opera această inversiune a valorilor 
“de adevăr ale unei propoziții p, fie utilizînd functorii de 
adevăr A (adevărat) şi F (fals), fie cu ajutorul negaţiei, 
care este suficientă pentru scopul propus, așa cum o arată 
matricea sa : 


P |-P 
EA 


Cu alte cuvinte, mincinosul spune prin expresia „mint“ : 
„adevărul sau falsitatea unei propoziții p determină adevărul 
sau falsitatea pe care o atribui propontiei p, oricare ar fi 
ea“. Se vede deci că există aici un antecedent şi un consec- 
vent, la fel ca în paradoxul „Califul şi filozoful“ ; antece- 
dentul este „valoarea de adevăr a unei propoziții p“, 
iar consecventul este „valoarea de adevăr contrarie, atri- 
buită de mincinos, propoziției p“. Dacă antecedentul nu este 
dat, adică dacă valoarea de adevăr a propoziției p nu este 
dată, mincinosul nu are ce minți. În plus, nu este permis 
să iei consecventul ca antecedent, așa cum am arătat în 
cazul precedent, căci altfel valorile de adevăr s-ar determi- 
na în cerc vicios şi aceasta e eroarea care provoacă de alt- 
fel paradoxul, cum se va vedea mai jos. 

În mod invers, și noi avem un criteriu pentru judecarea 
valorilor de adevăr acordate de către mincinosul absolut 
propozițiilor: orice propozitie declarată adevărată de către 
mincinos va fi considerată jalsă de către noi şi orice pro poz 
pie declarată falsă de către mincinos va fi considerată adevă- 
rată de către noi. Se poate deci trece de la valorile de adevăr 
ale propozițiilor la valorile de adevăr ale propoziţiilor 
mincinosului şi de la valorile de adevăr ale propozițiilor 
mincinosului la valorile de adevăr ale propozițiilor, inversînd 
de fiecare dată valoarea de adevăr a unei propoziții. Astfel 
deci, simpla afirmație „eu mint“ introduce două criterii: 
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Pi 


1) Criteriul mancinosului. Valoarea de adevăr posedată 
de o propozitie p (oricare ar fi ea) determină valoarea de 
adevăr pe care o atribui eu propoziției p, anume în mod 
Invers (prin negahie). 

2) Criteriul nostru. Valoarea de adevăr pe care mincinostul 
0 atribue unei propozitii p (oricare ar fi ea) determină valoa- 
vea de adevăr posedată de propoziția p, anume în mod invers 
(Brin negahe). 

Prin urmare, orice propoziție p poate să se prezinte, 
în cadrul acestei probleme, cu valoarea sa de adevăr, in- 
dependentă de mincinos, sau cu valoarea de adevăr pe care 
i-o atribuie mincinosul (care inversează prin negație, valo- 
rile de adevăr). 


_ Confundînd cele două criterii, noi confundăm adevărul 
sau falsitatea mincinosului, cu adevărul sau falsitatea pro- 
poziției independente de mincinos; să notăm cu W cri- 
teriul după care acordăm unei propoziții p valoarea „ade- 
vărată“ sau „falsă“, independent de mincinos; să notăm 
cu V criteriul mincinosului (de a atribui oricărei propozi- 
ţii p valori de adevăr contrare celor acordate lui p de 
criteriul W). În aceste condiții, W şi V nu sînt identice, 
prin definiție, adică W 3 V. Acum, să vedem cum se con- 
fundă cele două Citi. deci valorile -de adevăr atribuite 
de mincinos lui p, cu valorile de adevăr atribuite lui p, 
independent de mincinos. Eubulide Megaricul îl întrea- 
bă pe mincinos: eşti mincinos sau nu eşti? Propoziția 
„eu mint“ o declari adevărată sau falsă? Dar mincinosul 
nu poate răspunde decit în două moduri, tertium non datur : 
1) propoziția „eu mint“ este adevărată; 2) propoziţia „eu 
mint“ este falsă. 

1. Să presupunem că mincinoșul atribuie propoziției 
„eu mint“ valoarea „adevărată“ (criteriul V). Atunci Eubu- 
lide Megaricul face următorul raționament: dacă această 
propoziție este adevărată (criteriu V), atunci este adevărat 
că minți (criteriul W), deci nu minţi (criteriul W) cînd spui 
că minți (criteriul V), deci nu minți (criteriul W). 

2. Să presupunem că mincinosul atribuie valoarea „fal- 
să“ propoziției „eu mint“. Atunci Eubulide Megaricul face 
următorul raționament: dacă această . propoziție e falsă 
(criteriul V), atunci e fals că tu minți (criteriul W), deci 
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tu nu minți (criteriul W), cînd spui că minți (criteriul V), 
deci tu minți (criteriul W). 

Se observă că criteriul V funcționează în același timp 
cu criteriul W, fără nici o distincție, ca și cînd ar fi un singur 
criteriu W = V; se confundă astfel întotdeauna adevărul 
propoziției „eu mint“ pentru mincinos (criteriul V) cu ade- 
vărul propoziției independent de mincinos (criteriul W). 
Confuzia valorilor de adevăr inverse ale propoziției „eu 
mint“ provoacă paradoxul. 

Să ţinem seama de definiția mincinosului, exprimată 
prin propoziția „eu mint“ în virtutea căreia valorile de ade- 
văr (criteriul W) sînt inversate de mincinos (criteriul V). 
Avem aceste două situații posibile: 

1. Propoziția „eu mint“ e declarată adevărată de către 
mincinos (criteriul V). Atunci, fiindcă, prin definiție, min- 
cinosul inversează valoarea de adevăr a propoziției „eu 
mint“, trebuie să spunem că valoarea care rezultă pentru 
propoziția „eu mint“ e falsă (criteriul W). Deci, în reali- 
tate, mincinosul, declarînd că e adevărat că minte (cri- 
teriul. V) a declarat că e fals că minte (criteriul W), adică 
că nu minte (criteriul W). Nu rezultă nici o contradicție 
fiindcă rezultatul e compatibil cu definiția mincinosului. 

2. Propoziția „eu mint“ e declarată falsă- de către min- 
cinos (criteriul V). Atunci, fiindcă, prin definiție, minci- 
nosul inversează valoarea de adevăr a propoziției „eu mint“, 
trebuie să spunem că valoarea care rezultă pentru propo- 
ziția „eu mint“ e adevărată (criteriul W). Deci, în realitate, 
mincinosul, declarind că e fals că minte (criteriul V), a 
declarat că e adevărat că minte (criteriul W), adică că el 
minte (criteriul W). Nu rezultă nici o contradicție fiindcă 
rezultatul e compatibil cu definiția mincinosului.: P. 

Cu alte cuvinte, dacă ținem seama de faptul că min- 
cinosul, astfel cum e definit, afirmă ca fiind adevărat ceea 
ce e fals și ca fiind fals ceea ce e adevărat și că noi trebuie, 
în consecință, să transformăm valorile de adevăr atribuite 
de el unei propoziții (oricare ar fi ea), propoziția „eu mint“ 
poate fi declarată sau adevărată, sau falsă de către mincinos 
și nu rezultă absolut nimic, la fel cum nu rezultă nimic 
din faptul că noi declarăm propoziția „eu spun adevărul“ 
adevărată sau falsă. Regăsim astfel a cincea soluție a logi- 
clenilor scolastici (vezi cap. IV, 15). 
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Russell și mai apoi Carnap, Tarski etc. au constatat că 
există în acest paradox o distincție între valorile de ade- 
văr ale propoziției „eu mint“ și au conchis atunci că nu se 
poate vorbi de „un adevăr“, ci de „adevăruri“, că noțiunea 
de adevăr este şi ea tipizată; ei au ajuns la concluzia că 
valorile de adevăr ale unei propoziții nu pot fi exprimate în 
sistemul logic însuşi, în care a fost enunțată propoziţia, 
ci într-un metasistem. Eroarea lor a constat în faptul că 
nu au putut să descifreze natura acestei distincții: există 
efectiv o distincție între valorile de adevăr ale acestei 
probleme sau ale unor probleme analoge, dar care nu e 
datorită expresiilor logice şi metalogice: această distincție 
e introdusă prin definiție, dar nu într-un mod explicit. 


3. Soluţia formală a paradoxului mineinosului 


Am văzut că definiția mincinosului este următoarea: 
el este acela care neagă vaioarea de adevăr a oricărei pro- 
poziții q. Să presupunem că cineva zice: orice propoziție 
p, pe care o afirm, este negația unei alte propoziţii q, ori- 
care ar fi ea. Cum aici intervin numai valorile de adevăr 
ale propozițiilor, rezultă că am definit orice propoziție p, 
în acest caz, astfel: 


P=npr=q 
Deoarece această definiție e valabilă pentru orice ar fi 
q, ea conduce la echivalența generală : 
(q)-p=-—q (2) 
Pentru valoarea particulară q =p, obținem contra- 
dicția : 
p):p=-p (3) 


Aceasta arată că oricare ar fi semnificația propoziției 
p, legată de q prin definiția (1), ajungem la paradoxul 
(3), care exprimă echivalența unei propoziţii cu negația 
sa, ceea ce este absurd. 

Să definim o problemă oarecare, în care o propoziție 
p, cu un conținut dat, să fie legată de o alta q prin definiția 
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(1): pentru q = p, obținem paradoxul. Este cazul para- 
doxului „Califul și filozoful“, de exemplu: dacă propoziția 
q, declarată de către filozof, e falsă, atunci el va fi execu- 
tat prin ştreang. 

În această problemă, avem definiția: „Lu declari falsă 
o propoziție q“ (oricare ar fi ea) semnifică „se va face execu- 
ţia prin ştreang“. 

„Se va face execuţia prin ştreang“ =—ps— q 

De unde echivalența generală : 


(q). „Se va face execuția prin ștreang“ = —q 

Pentru q = „Se va face execuția prin ştreang“: „Se va 
face execuția prin ștreang“ == — „Se va face execuția prin 
ştreang“. 


Dacă într-o astfel de problemă, definim al doilea caz 
posibil, cum ar fi aici, „să nu se execute prin ştreang“ 
semnifică „să se execute prin sabie“, paradoxul ia o formă 
mai amuzantă : 

„Se va face execuția prin ştreang“ = „Se va face exe- 
cuția prin sabie”. În cazul mincinosului p = „eu mint“, 
şi definiția devine: „eu mint“ semnifică „eu neg valoarea. 
de adevăr a oricărei propoziții q“: 


„eu mint“ = pp =dq, 
de: unde: | 
(q). „eu mint“ = —q 
Pentru q =.„eu mint“, se obține paradoxul: 
„eu mint“ = — „eu mint“. 


Propoziția „eu mint“ e echivalentă cu propoziția „eu 
nu mint“. j 

Se vede astfel că definiția (1) este definiția cea mai ge- 
nerală, aplicîndu-se, fie în cazul mai simplu al mincinosu- 
lui, fie în cazurile mai complicate ca enunțurile paradoxe- 
lor de genul „Califul şi filozoful“. 

Ia fel ca în cazul altor paradoxe, problema care se 
pune este aceeaşi: de ce în echivalența generală (2), pro- 
poziția q, care, conform definiției, poate fi arbitrară, nu 
poate lua valoarea q = p, căci atunci cădem peste o contra- 
dicție? De ce gqzp? 


Vom stabili teorema Tw pentru cazul funcțiilor de ade- 
văr, demonstrată mai înainte în cazul funcțiilor propozi- 
ționale. Vom pleca de la următoarea tautologie, relativă 
la identitatea a două propoziții p și q: 


-:p=a4Dp=q (I) 

Aceasta este evident şi se citeşte: dacă propoziţiile 
p şi q sînt identice, atunci ele sînt echivalente. 

Dar inversa nu este valabilă; s-ar putea ca p=q și 
propozițiile p şi q să nu fie identice. 

Formula (1) este o implicație și nu poate fi o echivalen- 
ță. Această formulă este o tautologie, ceea ce se poate con- 
stata cu ușurință, întoemind tabloul respectiv, al valorilor 
de adevăr. 

Prin transpoziție, obţinem: 


>2=(p=q) +2 4p =) 
Sau, fiindcă —(p =), se poate scrie pzq: 
-: =(p=q)-D pa (II) 
În Principia Mathematica, la teorema 5- 18, găsim urmă- 
toarea tautologie: 
5:18 -:p=q:-=--(p=-aq) 
Sau, prin transpoziţie : 
-:-(p=q)- = p=-q 
Substituind în (II) primului membru al implicației 
- (p 2 q) expresia echivalentă p = — gq,'avem în cele din 
urmă teorema Tu, pentru cazul funcțiilor de adevăr: 
Tek:p==q4-D947Fp | 
Am demonstrat Tu şi în acest caz, în cadrul sistemului 
din Principia Mathematica, fără a face apel la nici un prin- 
cipiu metalogic sau de „tipizare“ a adevărului. Această 
teoremă putea fi obținută încă mai ușor, dacă se utilizau 
condițiile definiţiilor, așa cum am făcut-o în cazul altor 
paradoxe. De exemplu, în definițiile de forma 
pr DEC) 
p=—npr d, 
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trebuie ținut seama, ca să nu avem o definiție 2dem 
Der idem (adică o identitate) sau o contradicție, de rela- 
ţia q = p. Deci: 


D, -:P=onq: D-a+p 
Da -:p=n—q:D-asp 
Definiția generală care este la baza paradoxului minci- 
nosului sau a altor paradoxe înrudite numite Gvrorptpovra, 
p = pr.-9, 


conduce la o echivalență generală, care, cu Tu, dă loc la un 
Modus ponens: 


-:(9):p=-—q 
To =: p ==: dp 
-qgz p 


În consecință, în echivalența mincinosului (sau a ori- 
cărei probleme de acest fel), q nu poate lua niciodată valoa- 
rea lui p (sau conținutul lui p, căci atunci q ar avea aceeaşi 
valoare de adevăr) şi în particular q nu poate fi identic 
cu p=„eu mint“. 

Într-adevăr, avem definiţia : 


„eu mint“ = p:—-q 


De unde echivalența respectivă, care, cu Tw (unde p= 
„eu mint“), ne dă modus ponens următor: 


=> :(q)-„eu mint'= —q 
Tu _—:,eu mint' = —q9-DqZ eu mint“ 


= :q 3 „eu mint“ 


Paradoxul mincinosului și cele analoge sînt astfel re- 
duse exact la tipul celorlalte paradoxe, compatibil — 1n- 
compatibil, predicabil — impredicabiul etc. 

Observaţie. Se vede deci că propoziţia 
(1) „Afirm p şi pe fals“, 
care este una dintre formele paradoxului mincinosului, studiată deja în 
evul mediu (vezi cap. III, 10) și analizată de asemenea de Russell 


157 


(Primcipia Mathematica, I, p. 44), nu este decît un caz particular al 
propoziției mai generale : 

(2) „Afirm p şi p afirmă că qe fals“ 

(q fiind o propoziție oarecare). Dar cum q poate fi orice propoziție, se poate 
lua în mod imprudent q = p, şi atunci propoziţia generală (2) devine pro- 
poziţia (1), pe care pare s-o includă: „Afirm p şi p afirmă căp e fals“. 

Insă propoziția (1) a fost exclusă, prin calcul, din toate cazurile 
particulare cu pot fi reprezentate prin propoziția (2), fiindcă am găsit 
q = p. Deci propoziţia (2) nu e o universală, și observația făcută de Perel- 
man (cap. IV, 8) este perfect justificată. 

Forma cea mai generală, sub care am considerat paradoxul, a dilatat, 
ca să spunem aşa, eroarea, pentru a o face vizibilă şi sesizabilă, exact 
aşa cum s-au petrecut lucrurile şi cu celelalte paradoxe. 

Într-adevăr, am demonstrat că într-o definiție de forma: 


P(z) = —y(z) Def 


P nu poate fi inclus între toate predicatele y, şi atunci ne-am întrebat: 
ce este simbolul P, pe care calculul îl exclude prin condiția impusă V 7 
z P? Definiţia precedentă nu este deci o universală, cum bine a remarcat 
Perelman şi noi am dovedit-o, dar rămîne încă de elucidat o întrebare: ce 
este P dacă nu poate fi inclus între toate predicatele ? | 

În acelaşi fel, vedem că propoziția mincinosului (1) nu poate fi numă- 
rată printre toate propoziţiile reprezentate prin (2) şi atunci ne întrebăm: 
ce este propoziția (1)? 

Vom da în capitolul VIII, ,, Explicația paradozelor', răspunsul la această 
chestiune şi vom vedea atunci că toate definițiile care sînt la baza acestor 
contradicții sînt construite prin accident şi de aceea ele nu sînt universale. 


VIII 


EXPLICAȚIA PARADOXELOR 


1. Definiţii prin aceident 


Soluţia formală a paradoxelor conține în ea însăşi expli- 
cația apariției lor. Vom mai face încă cîteva considerații, 
examinînd mai îndeaproape mecanismul paradoxelor, pen- 
tru a lămuri complet natura noțiunilor care intervin în 
aceste probleme. 

Să reluăm unul dintre aceste paradoxe (toate fiind de ace- 
lași tip), de exemplu, paradoxul compatibil — incompatibil, 
Am avut seria tuturor predicatelor scrise în două ordini di- 
ferite, printre care s-au găsit de asemenea predicatele 


compatibil — incompatibil, la ranguri bine determinate: 
Pie E aaa e Pat 
Q., O», Qs, ... Oa. 


Am definit predicatul incompatibil: dacă un predicat 
dat P,, din prima serie, admite ca predicat predicatul de 
același rang din a doua serie, Q,, predicatul P, are proprie- 
tatea de a fi compatibil; dacă P,. nu admite predicatul 
O, P. are proprietatea de a fi ncompahbil. 

Să considerăm toate predicatele din această problemă 
și să le ordonăm într-o serie oarecare, după un criteriu ales: 


Pi i Pa . 9) să 
Aceasta nu este singura serie (de exemplu, seria lexicogra- 
fică) ce se poate forma cu aceste predicate. 
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Câte serii putem forma? Vom putea — prin permutări 
bine definite în seria precedentă — să obținem serii noi, 
perfect determinate. De exemplu, vom putea obține din 
seria lexicografică dată, o altă serie, făcînd permutări, în 
așa fel, încît fiecare predicat să treacă la un rang imediat 
superior, iar ultimul să ia locul primului; sau o permutare 
de același tip, dar de două ranguri, în care ultimele două 
predicate vor ocupa primele locuri etc. În total, se pot 
forma cu aceste „n” predicate un număr de serii diferite, 
egal cu numărul tuturor permutărilor posibile ce se pot 
face cu „n” elemente: 


n! 


În paradoxul considerat, compatibil — incompatibil (ca 
de altfel şi în celelalte), luăm două serii de predicate din 
numărul n! al seriilor posibile și definim predicatele com- 
Pabhibil şi incompatibil. 

Este posibil să alegem două serii diferite, din numărul 
total n! de serii, în atîtea feluri în care este posibilă com- 
binarea celor n! obiecte, două cîte două: 


C2 „= (a =) 
1;2 


n! — 


Mai este încă un caz, cînd cele două serii sînt identice 
(paradoxul predicabil — impredicabil), şi cu toate că fie- 
care serie poate fi considerată pereche cu ea însăşi, toate 
aceste posibilități se reduc la una singură, căci ceea ce ne 
interesează în acest caz particular este faptul că în fiecare 
rang din cele două serii avem același predicat. Numărul 
total N al perechilor de serii, inclusiv acest caz particular, 


este deci: 
Nazi) în dj 
1,2 


Numărul N este un număr fantastic. Se poate observa 
că doar pentru n = 10, valoarea lui N este: 


N = 1814400 x 3628799 + 1 


Și cum numărul predicatelor este de ordinul miilor, se 
vede că valoarea lui N este într-adevăr din domeniul astro- 


nomiel. 
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Și acum să vedem ce-am făcut în problema acestei 
antinomii? Din acest număr imens N al posibilităților de 
compunere a perechilor de serii, pe care le vom nota 
ordinea R(1), ordinea R(2), ordinea R(3) ... ordinea R(N), 
am ales arbitrar o ordine oarecare R(p) (dar bine deter- 
minată) şi am spus: în ordinea R(p), predicatul P,, din pri- 
ma serie, are proprietatea de a fi compatibil dacă admite 
ca predicat predicatul de acelaşi rang Q, din seria a doua, 
şi este zncompatibil, în caz contrar. 

Dar ordinea R(p) nu derivă direct şi analitic din defi- 
nițiile predicatelor, astfel încît predicatele compatibil şi în- 
compatibil, cu semnificația lor în această problemă, sînt 
definite bazîndu-ne pe ordinea R(p) arbitrar aleasă. 


Cadrul oferit de ordinea R(p) nu este legat în nici un 
fel de definițiile predicatelor, şi acesta este motivul pentru 
care un acelaşi predicat poate să fie, de exemplu, compatibil 
în ordinea R(p) şi 2ncompahbil în ordinea R(q). 

Într-adevăr, să presupunem că în ordinea dată R(p), 
predicatul P; = număr şi predicatul de același rang din 
cealaltă serie este Q; = ovipar; în acest caz, P; = număr 
este zncompahbil. Dacă am fi ales o altă ordine R(q), 
predicatul P; = număr ar fi avut un rang P, = număr 
iar predicatul corespunzător din cealaltă serie ar fi putut 
să fie, de exemplu, 0.= abstract; în acest caz, predicatul 
P,. = număr ar fi fost compatibil. 

In numărul imens N de cazuri posibile, un același pre- 
dicat poate să fie într-un număr imens de cazuri compatt- 
bil şi într-un număr imens de cazuri incompatibil. 

Și aceasta, din cauză că proprietățile compatibil sau 1n- 
compatibil nu sînt proprietăți care derivă direct și anali- 
tic din definiția unui predicat, în care caz ele ar aparține 
inseparabil predicatelor, ci sînt proprietăți definite arbi- 
trar de noi. Definiţiile unor astfel de predicate au fost 
denumite — de «altfel — „non-predicative”. 

Dar ele sînt definițiile unor predicate valabile doar într- 
un cadru relativ și arbitrar ales R(p) şi nu au nici un conți- 
nut în afara ordinii care le defineşte. 

I,ogica clasică a cunoscut astfel de definiții, de care s-a 
ocupat în detaliu, denumindu-le definiții prin accident, 
accidentul nefiind un element constitutiv al definiției unui 
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concept, şi a interzis categoric formarea unor asemenea 
definiții, ca fiind eronate. 

Definiţia logică a unui concept se face prin elemente per- 
manente şi proprii, și care exprimă analitic, conținutul său. 

„Accidentul sau concomitentul ca predicat, scrie, de 
exemplu, Bain ([1)], I, 2.17), exprimă ceva ce nu aparține 
esenței sau conotației subiectului și nici nu se poate de- 
duce din ideea subiectului”. 

„Aurul este cel mai prețios dintre metale” sau „aurul 
este utilizat ca monedă” sînt propoziții în care predicatul 
este un accident sau un concomitent şi, prin urmare, nu 
pot să fie propoziții definitorii pentru : aur. Acest gen de afir- 
maţii sînt extrem de des întîlnite în practica cotidiană. 
Întîlnim tot timpul lucruri care se însoțesc cu toate că nu 
sint cu nimic implicate unul într-altul. I,ogica veche a in- 
trodus o distincție — devenită tradițională — despre aceas- 
tă categorie de proprietăți, separind accidentele în două 
clase: accidente separabile şi accidente inseparabile. Exem- 
plul clasic al acestei distincții este dat de propoziţiile: 
„Virgiliu locuieşte la Roma” (accident separabil) şi „,Vir- 
giliu s-a născut la Mantua'* (accident inseparabil). 

Bain recunoaște în propozițiile exprimînd o proprietate 
accidentală propozițiile sintetice ale lui Kant. Într-adevăr, 
în asemenea propoziţii, predicatul, fiind un aditiv pozitiv 
pentru subiect,nu este conținut, în nici un fel, nici direct, 
nici indirect, în subiect. Cu alte cuvinte, legătura dintre 
subiect şi predicatul accidental într-o asemenea propoziție 
nu are o bază logică, ca în propoziția verbală, esențială, 
identică (propoziția analitică a lui Kant), ci exclusiv o 
bază de fapt, de constatare pură, sau o bază empirică (în 
sensul cel mai larg al cuvîntului). 

Această observaţie este extrem de importantă, căci dacă 
accidentul are o bază de fapt şi nimic altceva, pentru a 
determina accidentul unui lucru, nu avem alt mijloc decît 
acela de a-l indica concret, întrucît el nu decurge din defi- 
niția lucrului care-l posedă. 

De unde rezultă că, în domeniul accidentelor, teza intu- 
iționistă este perfect justificată: „Orice propoziție (noi 
adăugăm : „accidentală”) care are un conținut, trebuie să 
indice una sau mai multe stări de lucruri (Sachverhalte) bine 
determinate și accesibile experienței noastre” 
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Vom vedea mai departe aplicaţiile și consecințele acestei 
observații. 

Se poate observa acum că predicatele compatibil şi 1n- 
compahbil sînt predicate definite tipic prin accident, dat 
fiind că proprietățile pe care le exprimă nu aparțin direct şi 
analitic conotaţiei unui predicat dat şi acelaşi predicat poate 
fi compahbil într-o ordine R(p) şi 2ncompahibil într-o altă 
ordine R(q). 

Trebuie, de asemenea, observat că accidentele compa- 
tibil şi incompatibil sînt separabile. Să considerăm din nou 
cele două serii de predicate ale acestui paradox şi fie rangul 


h al predicatului compatibil = Comp, şi k rangul predica- 
tului zncompatibil = Inc, în cea de-a doua serie: 

E Pa, Îi je... E, po... P., ... Pa: 

Q., Q;, O, size co) Conipy, dei tac), Inc, ...9 A 


Oricare ar fi ordinea aleasă R(p), deci oricare ar fi pre- 
dicatul P,, deci şi în cazul în care P, ar fi predicatul com pati- 
bil sau 2ncompahbil (paradoxul lui Russell, predicabil — 
impredicabil), predicatul P, nu poate fi declarat nici com- 
Bahbil, nici incompatibil. De ce? Pentru că fiind dat un 
predicat oarecare, P., proprietatea de a fi compatibil sau 
incompahbil nu derivă din definiția predicatului considerat 
P., ci dintr-o problemă definită arbitrar, de care simpla 
întrebare „PP, este compatibil sau ncompahbil” 2? nu mal 
ține seama. Un predicat P. nu poate fi compatibil sau 1n- 
compahbil considerindu-l în sine, izolat, ci într-o ordine 
relativă dată, pentru că nici o proprietate accidentală nu 
derivă din definiția unui lucru ; astfel, spunînd, de exemplu, 
„Virgiliu este cel mai mare poet latin”, nu înseamnă că 
s-a născut la Mantua sau că a locuit la Roma (accident). 

În rezumat, analiza noastră arată că predicatele com pati- 
bu şi incompahibil sînt definite prin accident, bazîndu-se pe o 
ordine arbitrară R(p) ; considerînd aceste predicate printre 
predicatele P., P,, P,, ..., Pa şi Q,, Q2, Oa, ..., Qa ale celor 
două serii create de ordinea R(p), adică, considerîndu-le 
independente de ordinea aleasă arbitrar și care le defineşte, 
ele își pierd accidentul, singurul element care le definește, 
și deci ele nu mai sînt definite. 

În cazul particular al paradoxului precedent — parado- 
xul predicabil — impredicabil — cînd cele două serii au fost 
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identic ordonate, aceste observaţii se aplică fără a modifica 
nimic. Aici, ordinea arbitrară R(p) defineşte acum două 
serii identice de predicate : 


Pi Papei iai Pai 

P,, P;, P., ...) Pi: 
În acest cadru creat arbitrar, care nu decurge din defţi- 
nițiile predicatelor P,, Pp, P, ..., Pa, Spunem: dacă un 


predicat P, admite ca predicat predicatul P, (adică el în- 
suşi), atunci P, are proprietatea de a fi predicabil, iar dacă 
P, nu are predicatul P,, atunci are proprietatea de a fi 
impredicabil. Cu alte cuvinte, predicatele predicabil şi 1mpre- 
dicabil sînt definite de expresiile P„(P,) și —P,(P,) şi noi 
am văzut pe o altă cale că astfel de expresii nu sînt defi- 
nisante. 

Vom examina acum problema mai de aproape, în lumina 
concluziilor precedente. Se cunosc cîteva exemple care s-au 
dat — şi numărul extrem de redus al acestor exemple n-a 
miraț pe nimeni — exemple de predicate care posedă ele 
însele proprietatea pe care o exprimă, cum sînt predicatele 
abstract, imaginabil şi determinat. Spunem: predicatul ab- 
stract este abstract, deci el este predicabil ; predicatul smagr- 
nabul este imaginabil, deci este predicabil ; predicatul deter- 
minat este el î însuşi determinat, deci este predicabil ; dimpo- 
trivă, predicatul. mamifer nu este el însuși un mamifer, deci 
este impredicabii. 

Aici, nu ținem seama de următorul fapt: că toate pre- 
dicatele (sau conceptele) sînt abstracte independent de 
conținutul pe care-l exprimă, deci predicatul abstract este 
abstract independent de. conținutul particular „abstract” 
pe care-l desemnează ; că toate predicatele (sau conceptele) 
sînt imaginabile, independent de conținutul pe care îl 
enunță, deci predicatul fîmaginabil este imaginabil inde- 
pendent de conținutul particular „imaginabil” pe care-l 
desemnează ; că toate predicatele (sau conceptele) sînt 
determinate, independent de conținutul pe care-l enunță, 
deci predicatul determinat este determinat independent de 
conținutul particular „determinat” pe care-l desemnează ; 
că nici un predicat nu este mamifer, independent de con- 
ținutul pe care-l enunță, deci predicatul mamifer nu este 
un mamifer, independent de conținutul particular „mamifer” 
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pe care-l desemnează etc. Aceasta rezultă imediat din fap- 
tul că dacă proprietatea de a-şi conveni drept predicat 
ar fi decurs din definiția predicatului particular dat, atunci 
numai predicatul abstract ar putea fi abstract, numai pre- 
dicatul smaginabil ar putea fi imaginabil, numai predicatul 
determinat ar putea fi determinat şi numai predicatul mami- 
fer nu ar putea fi mamifer etc. 

Lucrurile nu se petrec așa și toate predicatele sau con- 
ceptele au una dintre aceste proprietăți sau toate nu o au, 
ca, de exemplu, predicatul.mamifer este el însuşi, ca predicat, 
un predicat abstract, imaginabil şi determinat. 

Să scriem predicatul, în general, punînd în evidență 
conținutul său „V este un predicat” astfel: 


Pr(V) 


Se vede că, oricare ar fi conținutul lui vV, el nu ar schimba 
cu nimic noțiunea de predicat. Spunem că pentru valoarea 
particulară V, = abstract, sau vu, = imaginabil, sau V, = 
— determinat etc., rezultă o proprietate pentru predicatul 
respectiv, adică predicabil, deoarece predicatul (în general) 
admite aceste proprietăți. Altfel. spus, coincidența arbi- 
trară a conținutului predicatului considerat cu una din pro- 
rietățile predicatului (în general) este considerată ca fiind o 
proprietate specială a predicatului. Din această cauză, coin- 
cidența aceasta nu poate defini nimic. Să presupunem totuși 
că luăm acest accident ca definisant pentru predicatele 
Dredacabil şi impredicabil, adică distingem predicatele care 
au cu totul din întîmplare această coincidență de cele care 
nu o au. Acest lucru poate fi făcut, dar în acest cazam 
definit predicatele predicabil şi impredicabil prin accident. 
Putem observa accidentul prin propoziția: „predicatul 
maginabil este imaginabil” sau lhpsa acestui accident prin 
propoziția „predicatul mamifer nu este' un mamifer” etc., 
putem numi chiar aceste accidente prin Predicabil şi 2mpre- 
dicabul, dar nu trebuie uitat că aceste predicate sînt definite 
prin accident. Ca și în cazul general precedent al parado- 
xului compatibil — incompatibil, dacă trecem predicatele pre- 
dicabil şi umpredicabil în seria predicatelorP,, P.,P., ..., Pa, 
care au o definiție independentă de acest accident, de 
ordinea R(p), ele pierd accidentul care le defineşte și nu mai 
sînt de loc definite. 
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Numărul foarte redus de predicate care sînt predicabile 
se explică acum prin faptul că proprietățile „predicatului” 
însuși sînt în număr mic: „predicatul” este un concept, 
abstract, imaginabil, determinat etc. Numai cu proprietă- 
țile „predicatului” în general putem forma predicate predr- 
cabile. Dacă putem descoperi o altă proprietate generală a 
„predicatului”, avem dintr-o dată un alt predicat predicabil. 

De exemplu, putem spune că „predicatul” este o noțiune 
atributivă ; deci predicatul „atributiv” este el însuşi atri- 
butiv, şi, în consecință, este predicabiul etc. 

Se vede deci că expresiile de forma V(V) şi —v(v) pot 
fi formate, deoarece putem întotdeauna exprima logic 
faptul că o entitate logică v are un accident sau nu îl are; 
dar expresiile y(y) sau —V(y) nu pot fi definisante, deoarece 
accidentul nu este un element definisant. Am explicat ast- 
fel rezultatul obținut în soluția formală a paradoxelor. 

Aceleași observații se aplică, punct cu punct, în cazul 
paradoxului zzonom — heteronom şi în cazul său particular, 
paradoxul autologic — heterologrc. 

Proprietatea unui cuvînt nu are nici un raport logic cu 
conținutul pe care-l determină. Cuvîntul „scurt” este scurt, 
dar nu pentru că notează proprietatea scurt, ci cu totul din 
întîmplare. Nu există nici o legătură logică între forma gra- 
fică sau sonoră a unui cuvint — sau a unui simbol, în gene- 
ral — și noțiunea pe care el o reprezintă. Legătura dintre 
-proprietățile grafice sau sonore al unui cuvînt şi proprietatea 
reprezentată printr-un alt cuvînt sau prin acelaşi cuvînt este 
arbitrar stabilită, şi o proprietate constatată în felul acesta 
este o proprietate accidentală. Avem dreptul de a constata 
asemenea proprietăți și de a le exprima în propoziții care 
au sens precis; dar aceste propoziţii, care exprimă proprie- 
tăți accidentale, nu pot fi termeni definisanți în nici o altă 
definiție, deoarece o definiție nu poate fi constituită printr-un 
accident. Astfel deci, predicatele zzonom şi heteronom sau 
autologic şi heterologic, fiind definite printr-un accident, 
nu sînt absolut de loc definite. 

Vom insista încă asupra paradoxului clasei claselor com- 
Patibile şi incompatibile şi, de asemenea, asupra cazului său 
particular, paradoxul lui Russell al clasei claselor care nu 
se conțin ca element. Acest paradox este tocmai paradoxul 
compatibil — incompatibil tradus în termeni de clase. Legă- 
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tura arbitrară care stabileşte ordinea R(p) face să cores- 
pundă unei clase «, o clasă f$,; faptul că «, ar aparține, 
eventual, ca element clasei 6, este considerat ca o proprie- 
tate iar faptul de a nu-i aparține, de asemenea ca o proprie- 
tate. Dar această corespondență între clase nu derivă din 
definiția clasei a, sau din definiția clasei $,, ci este în mod 
arbitrar aleasă, şi proprietatea clasei a, de a fi compatibilă 
sau nu cu clasa f, este o proprietate accidentală. 

Clasa claselor compatibile G şi clasa claselor sncompatt- 
bile I' sînt clase ale căror elemente sînt definite în mod ex- 
clusiv prin accidentul compatibil sau incompatibil în ordinea 
R(p): deci clasele G şi I sînt definite prin accident. Din 
moment ce ele sînt considerate independent de ordinea 
arbitrară R(p) care le defineşte și le trecem printre clasele 


4, Ma, -:-, das ȘI Ba, fa, ..-, fa, care au, fiecare,o definiție 
în afara ordinei R(p) — ceea ce a permis însăși construcția 
ordinei R(p) —, ele pierd singurul lor element definisant 


şi nu mai sînt definite. 

In cazul particular al paradoxului lui Russell, problema 
a devenit și mai subtilă. Am văzut că clasa claselor care nu 
se conțin ca element G = &(a€ a), ca şi clasa claselor care 
nu se conțin ca element I[ =&(—a€a) nu sînt definite, 
căci expresiile «co şi —a«e€co nu sînt termeni definisanți. 
Această concluzie formală este perfect explicată prin exa- 
menul pe care l-am făcut paradoxului Predicabil — im predi- 
cabil. Am văzut că faptul că predicatul abstract este el însuși 
abstract este o coincidență. Să presupunem totuși că am 
putea enumera, în mod practic, toate clasele care au acest 
accident, de a se conține ca element, și toate clasele care 
nu au acest accident; în acest caz, clasa G, clasa tuturor 
claselor care se conțin ca element, este definită prin acci- 
dent, adică nici unul dintre membrii săi nu e definit, ci 
numai indicat ; același lucru pentru clasa T a tuturor clase- 
lor care nu se conţin ca element. (Vom reveni asupra: for- 
mării claselor definite prin accident, mai tirziu.) Se vede 
deci că am putea, eventual, forma aceste colecții G și T, 
dacă membrii lor sînt în mod efectiv daţi (pentru că e1 nu 
sînt definiți) şi numai în acest caz ele ar putea fi, în mod 
practic, formate. Dar clasele G și I' au definiții accidentale 
și în momentul în care ele trec în rangurile claselor definite 
independent de ordinea R(p), ele nu sînt definite. 
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În consecință, şi în acest caz, expresiile «€a sau —a€ a 
pot avea un sens accidental precis, ca și expresiile în com- 
prehensiune (4) sau —/(V), dar ele nu pot fi termeni de- 
finisanți, tocmai pentru că ele sînt formate prin accident. 

Ar fi inutil să continuăm această analiză pentru fiecare 
predicat care intră în construcția paradoxelor, căci ar în- 
semna să repetăm, punct cu punct, ceea ce am spus deja, 
toate paradoxele avind aceeași structură. 

Rezultă deci că predicatele compatibil '— incompatibil 
(şi predicabil — immpredicabil), izonom — heteronom (şi auto- 
logic — heterologic), 1z0movf — heteromorf (şi richardian — 
non-richardian), congruent — incongruent (paradoxul teoriei 
tipurilor), ca şi clasa claselor compatibile sau ncompahibile 
(și clasa claselor care nu se conțin ca element, jsau clasa 
claselor care se conțin ca element) sînt predicate și clase 
construite prin accident într-un cadru sau într-o ordine 
aleasă în mod arbitrar. Dacă considerăm unul dintre aceste 
predicate sau clase, independent de ordinea care l-a creat, 
fiind deci considerat ca avînd o definiție propriu-zisă, el 
pierde definiția sa, deoarece pierde singurul element care ît 
definește, adică accidentul. 

Căutaţi să vedeți dacă un predicat P, (oricare ar fi el) 
luat izolat este compatibil sau ncompahbil: predicatele 
compatibil şi incompatibil nu mai sînt definite. Căutați dacă 
un cuvînt «C,», luat izolat, este zzonom sau heteronom ; pre- 
dicatele 7zonom și Hheteronom nu mai sînt definite etc. 

Acelaşi lucru este valabil pentru mincinos. Definiția 
mincinosului, exprimată prin „eu mint”, de a nega valorile 
de adevăr ale oricărei propoziții g, este o convenție arbi- 
trară, pe care el are libertate dea o face, dar care nu rezultă 
cu necesitate din: ideea de adevăr sau de falsitate. Din punct 
de vedere logic, definiția convențională a mincinosului 
este o definiție făcută prin accident. Să punem pe mincinos 
să mintă în el însuși: el nu mai este definit, deoarece acci- 
dentul care l-a definit (convenția arbitrară — el neagă 
orice propoziție a cărei valoare de adevăr este dată) nu mai 
există. Wittgenstein ([1], 6.51) scrie că scepticul își pune o 
problemă lipsită de sens, atunci cînd vrea să se îndoiască 
acolo unde nici o problemă nu se pune. Situaţia mincinosului 
din paradox este identică: îl obligăm să mintă acolo unde 
nimic n-a fost afirmat! 
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Calculul ne-a oprit să comitem erori de acest fel, im- 
punînd prin teorema Tu sau D, și D,, definiţiilor de forma 


P(x) = pr Vl»), 


relația V + P, ceea ce demonstrează că în aceste definiții 
generale, sau în cele particulare obținute pentru x =", 
P nu poate exista printre valorile variabilei Vy. Un savant 
francez a spus că, calculul tensorial ştie mai bine fizica de- 
cît un fizician; același lucru se poate spune și pentru logică: 
calculul logic știe mai bine logica decît un logician! 

În loc de a constata această valabilitate restrînsă a 
predicatelor și claselor care intervin în problemele parado- 
xelor, Russell, ca şi alți logicieni de după el, a tras conclu- 
zia că trebuie interzisă formarea unor astfel de predicate 
Şi clase, sacrificînd astfel propoziţii care au un sens perfect 
determinat, ca: „predicatul mamifer nu este un mamifer” 

După cum se ştie, acela care a admis totuşi existența 
acestor noțiuni, denumite non-predicative, a fost Ramsey. 
Din păcate, el a voit să le dea o bază filozofică, căci a afir- 
mat că asemenea clase — de exemplu totalitatea tuturor 
proprietăților — există deja în sine şi că numai limitarea 
puterii intelectuale a omului împiedică să fie enunțate 
într-o definiție logică, ceea ce nu ar constitui decît un fapt 
empiric, dar nu un fapt care ar putea afecta bazele cunoaş- 
terii însăși. Această concepție ne duce dintr-o dată în lumea 
cerească a ideilor platoniciene. 

Este posibilă utilizarea proprietăților accidentale, dacă 
acest lucru se dovedeşte util şi necesar la un moment. dat, 
dar, mai ales, în cazul acestor proprietăți (sau clase) tre- 
buie avută o extremă prudență, căci e foarte uşor să se 
ajungă la situații absurde. 

Vedem deci că toate definițiile care introduc simple cu- 
vinte,  defimuțule prin abreviere, defimțule conventionale, 
defimibule semnelor sau ale simbolurilor sînt definiții Brin 
accident și ele trebuie să fie întrebuințate cu grwă. 

În sistemele logice formale, ca și în matematică, se 
face un permanent uz de asemenea definiții. Într-adevăr, 
logica simbolică, operînd cu simboluri goale de orice con- 
ținut, este obligată, în general, să privească relația de de- 
Finiție fără nici o legătură între defimens şi definiendumn. 
Definiţiile apar astfel ca abrevieri convenționale ale expre- 
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siilor simbolice, sau, cum spune Russell însuși ([1], I, p. 12), 
„ca niște comodităţi tipografice”: „The definitions are n0 
Part of our subject, but ave, stricily speaking, mere typo- 
graphical conveniences” 

Această concepție a fost acceptată de către logicienit 
contemporani şi Couturat conchide că „toate propozițiile 
unei teorii deductive pot fi considerate ca bazate, în defini- 
tiv, numai pe noțiunile indefinisabile ale teoriei”, iar Carnap 
va scrie că toate definițiile servesc la abrevieri și nu sînt, 
în principiu, necesare. Aceasta înseamnă că toate definițiile 
sînt arbitrare, deci ele sînt formate prin accident, și că ele 
trebuie utilizate controlînd întotdeauna condițiile definiției 
cărora ele sînt supuse, căci altfel ele pot cu ușurință să dege- 
nereze în definiții 2dem per 1dem sau în definiții contradicto- 
rii. Aceasta nu s-ar putea întîmpla în cazul definiţiilor pro- 
priu-zise, construite cu elementele proprii ale conotațiilor 
noțiunilor despre care e vorba, deoarece sensul însuși al 
acestor concepte şi al relațiilor lor ar împiedica: atunci comi- 
terea unor astfel de erori. 

Vom mai face o observație privitoare la „„pseudoanti- 
nomiile”, de tipul „străjerului” sau al „bărbierului satului” 
Prezența acestor antinomii nu a fost considerată ca supă- 
rătoare și au fost înlăturate cu ușurință, fiind considerate 
ca bazate pe convenții, deci susceptibile de a fi modificate. 
Se poate vedea cu ușurință că definițiile care intră în con- 
strucția „pseudoantinomiilor” sînt şi ele formate prin acci- 
dent şi că mecanismul lor este, în consecință, identic cu 
mecanismul paradoxelor logico-matematice sau semantice. 


2. Consideraţii asupra paradoxului lui Go6del 


Rezultatele precedente se aplică cu exactitate și în cazul 
paradoxului lui Godel. Dată fiind importanța acordată 
acestui paradox, îl vom examina mai îndeaproape. Am văzut 
că Gâdel a construit o ordine arbitrară R în care a introdus 
definiția 

i neK = Bev|R(n); n] „Def. (1) 


şi care înseamnă „în ordinea R, numărul natural n aparține 
clasei K dacă pentru el formula [R(n); n) nu este demon- 
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strabilă”. Am demonstrat cum se obţine acest paradox ple- 
cînd de la această definiție. 


Definiția lui Gâdel este cea a paradoxului zzomorf — 
heteromorf, al cărui caz particular este antinomia lui 
Richard. Am văzut că în acest caz teorema Tuw devine, cu 
simbolurile respective, 


To Fi:(n):neK2Bev[R(n);n]-D -(R(n);n)z[R(q); q] 


Definiția lui Gâdel dă echivalența generală 


=: (n) -neK = Boo [R(n) ;n] (2) 
care cu Tu, printr-un modus Boneus, ne duce la rezultatul: 


--[R(n) in] = (R(q) iq] 


Vedem deci că paradoxul lui Gâdel este de tipul para- 
doxelor generale construite de noi. 

Problema paradoxului lui Gâdel este deci aceea a parado- 
xului zzomorf — heteromorf, ceea ce era evident. 


Dar mai vrem să insistăm asupra unui alt punct al pro- 
blemei în raport cu definițiile făcute prin accident. Să exa- 
minăm mai amănunțit predicatele introduse de Gâdel în 
această problemă, adică predicatele Jemonstrabil —  în- 
demounstrabul. Aceste predicate sînt — de asemenea — defi- 
nite prin accident. 


Într-adevăr, Gădel alege o ordine arbitrară R, în cadrul 
căreia defineşte predicatele demonstrabil — ndemonstrabil, 
adică exact cum s-au definit predicatele zzo7orf — hetero- 
morf: prin accident. 


Acest caracter al predicatelor Jemonstrabil — *ndemon- 
strabil poate fi mai bine observat într-un sistem logiciformal 
cum e Principia Mathematica. O propoziție adevărată este 
o tautologie în logica lui Russell, adică ea este adevărată 
în ea însăşi. Demonstrarea unei tautologii este accesorie 
și nu este necesară pentru stabilirea adevărului său, tau- 
tologia fiind adevărată independent de demonstrația sa. 

Aşa cum spune Wittgenstein ([1], 6.1262) referindu-se 
la însăşi ideea de demonstrație: „Demonstrația în logică 
este numai un mijloc auxiliar mecanic pentru a recunoaște 
mai uşor tautologia acolo unde ea este complicată”. 
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„Natural, acest mod de a demonstra că propoziţiile sale 
sînt tautologii este absolut non-esențial pentru logică. Din 
această cauză propoziţiile deunde începe demonstrația trebuie 
să arate fără demonstrație că ele sînt tautologii” ([1], 6.126). 
Astfel deci, predicatele dJemonstrabil sau ndemoustrabil 
nu sînt în mod esențial legate de o propoziție, ceea ce ar 
face, în caz contrar, ca simplul ei enunț să conțină ca predi- 
cat fie predicatul demoustrabil, fie predicatul 1ndemonstrabil 
(ca elemente esențiale ale definiției sale), ceea ce ar face pro- 
poziția adevărată sau falsă în ea însăși, adică fără demon- 
strație, ceea ce este contradictoriu. 

Este de remarcat că alți logicieni, de asemenea, s-au iz- 
bit de aceeași dificultate, căutînd o definiție a „demonstra- 
bilității” în raport cu adevărul unei propoziții. Iată ce scrie 
Tarski cu privire la aceasta ([1], p. 304): „Extensiunea 
celor două concepte considerate (adevăr şi demonstrabili- 
tate) nu este identică; toate propozițiile demonstrabile 
sînt, fără îndoială, — din punctul de vedere al conținutului 
lor — propoziții adevărate, dar definiția propoziției adevă- 
rate pe care noi o căutăm trebuie să cuprindă şi propoziţiile 
care nu sînt demonstrabile”. Și el adaugă ceva mai departe: 
„Trebuie să luăm în considerație aici circumstanța că — în 
opoziție cu conceptul propoziției adevărate — conceptul 
propoziției demonstrabile în aplicarea cîtorva ştiinţe de- 
ductive posedă un caracter pur fortuit”. 

Vedem deci că predicatele  dJemonstrabil — sndemon- 
strabil sînt legateîn mod accidental de propozițiile sistemului 
Principia Mathematica (sau sistemele înrudite) şi din această 
cauză putem construi asemenea definiții, ca aceea a lui 
Gâdel, care conduce la un paradox, exact cum se petrec 
lucrurile în celelalte paradoxe. 


x 


Primul care a observat că rezultatul obținut de Godet 
nu era altceva decît o nouă antinomie este Ch. Perelman. 
În articolul său L'antinomie de M. Gâdel (Bruxelles, 1936), 
după ce a demonstrat.în mod formal că problema pusă de 
Gădel se reduce la un paradox (Perelman a utilizat pentru 
aceasta o metodă proprie) el scrie: 
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„Afirmînd în articolul său că demonstrația sa era înru- 
dită cu aceea a paradoxelor, dl. Gâdel spunea prea puţin. 
În fapt avem o nouă antinomie, avînd în mod identic aceeași 
structură ca și paradoxele cunoscute. Și, ca şi în paradoxele 
clasice, acela pe care dl. Godel l-a construit în celebrul său 
articol rezultă dintr-o contradicție introdusă în premise”. 

Această concluzie este indiscutabil adevărată, dar ea nu 
răspunde la toate pretenţiile așa-numitei „teoreme” a lui 
Gâdel. În adevăr, i s-a opus lui Perelman faptul că expresia 
construită de Gâdel este indecidabilă, adică ea poate fi 
formată în mod corect în interiorul sistemului aritmetizat 
dat, dar ea nu poate fi „decisă” în însuşi sistemul dat. 

Cu alte cuvinte — după cum observă Ladriere în lu- 
crarea sa Les limitations internes des formalismes (1957) 

„Godel s-a aranjat așa fel ca să poată construi o propo- 
ziție de formă circulară fără ca aceasta să conducă la o con- 
tradicție” 

Expresia lui Gâdel 


[R(q); q] 


este indeterminabilă în sistemul lui Russell aritmetizat 
(sau în sisteme înrudite), dar ea nu e direct contradictorie 
în ea însăşi, după cum am și văzut. Această concluzie ar 
duce, după Gâdel, la un rezultat mult mai important, fiindcă 
ar arăta că orice sistem formal este lacunar. 

Iată în rezumat ceea ce se răspunde criticii făcute de 
Perelman. 

Teza lui Perelman a.fost reluată de M. Barzin în arti- 
colul său Sur la portee du theoreme de Gâdel (Bruxelles, 
1940), în care autorul său ajunge la aceeași concluzie, dar 
pe altă cale, arătînd și el că Godel a introdus în mod aparent 
invizibil o contradicție pe care se bazează expresia con- 
struită de el. 

Acei care au respins critica lui Perelman au trecut pe 
lîngă o observaţie care se impune cu necesitate aici: nimeni 
nu s-a întrebat care este natura logică a acestei expresii 
cu care se poate construi un paradox? 

Această expresie posedă un caracter'cu totul diferit 
de celelalte expresii ale sistemului, pentru că cu nici una 
dintre ele nu se poate construi un paradox, cinumai cuo 
expresie de acest tip. Nu putem separa expresia de con- 
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secințele contradictorii care rezultă din utilizarea ei, în 
afară de cazul în care vrem în mod intenționat să închidem 
ochii. În acest sens critica lui Perelman își atinge obiectivul 
cu toată: forța ei logică. 


Dar chiar dacă s-ar putea respinge complet critica lui 
Perelman, nu s-ar putea renunța la această întrebare: prin 
ce se distinge expresia „indecidabilă” de celelalte expresii 
ale sistemului, în structura ei logică? Să admitem că s-ar 
fi dovedit „indecidabilitatea” expresiei formulate de Gâdel; 
„indecidabilitatea” acestei expresii se datorește structurii ei 
logice, în tot cazul, unui caracter particular pe care ea îl 
posedă şi pe care toate celelalte expresii „decidabile” ale 
sistemului nu îl posedă. Care este acest caracter? Dacă am 
descoperi acest caracter specific, am avea în același timp 
explicația apariției acestei expresii „indecidabile”. Dar 
nimeni nu și-a pus această problemă. 


Sîntem însă acum în măsură să explicăm în mod complet 
acest paradox. În adevăr, expresia 


[R(q); q] 


(sau altele de același tip) este construită prin accident, în 
același mod ca şi expresiile e(q) sau —cq(q), sau încă «ea 
sau —a€ o, Şi în general, expresiile care intră în paradoxe 
sau cu care se pot construi paradoxe. 

Expresia —(q), de exemplu, apare în sistemul Prrn- 
cupia Maihemaica, Şi am văzut că ea nu este contradictorie, 
ci numai construită prin accident, din care cauză nu este 
definisantă. Să presupunem că aritmetizăm sistemul Prrn- 
cipia Mathematica şi că formăm expresia —q(q), care va fi 
atunci o serie de numere naturale. Această serie nu se poate 
găsi printre șeriile de numere naturale. care constituie sis- 
temul Principia Mathematica. De ce? Pentru că nici o 
proprietate accidentală nu poate fi demonstrată în mod 
teoretic, deoarece ea nu poate fi decît rezultatul unei con- 
statări empirice. Dar aceeaşi serie de numere naturale nici nu 
poate fi exclusă din sistemul considerat pe cale teoretică, 
pentru același motiv (vezi cap. VII, 1). Prin urmare, dacă 
construim expresii prin accident, ele nu pot fi „decise” 
în sistemul în care sînt construite, fiindcă asemenea expresii 
au o bază de fapt şi nu o bază logico-teoretică. 
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Am găsit însă, scriind definiția lui Godel și formula To: 
= :(n) -neK= Be [R(a);n] 
To k:(n)-neK= Beo[R(n);n]-D- [R(n);n]z(R(9);a] 
= :[R(n);n] = [R(q);q] 


Cu alte cuvinte, dacă nu respectăm această ultimă 
neidentitate, clasa K nu este definită. 

Astfel, rezultatul lui Gâdel poate fi -enunțat în modul 
următor: 

In sistemul Principia Mathematica sau în sisteme în- 
vudute, se pot construi întotdeauna expres prin accident, 
cave sînt indecidabile în mod teovehc, dar care ar putea fi 
decidabile numai într-un mod empiric (Brintr-o examinare 
de fapt). 

__ Acest rezultat este nul fiindcă nu aduce nimic nou: el 
este identic cu rezultatul unic al tuturor paradoxelor, care 
nu spun Nimic. 

Să rezumăm acum pe puncte argumentarea noastră. 


1. Ordinea în care Gâdel numerotează semnele siste- 
mului este arbitrară. Deci, orice expresie a sistemului, care 
este definită numai prin seria arbitrară a numerelor atri- 
buite simbolurilor din care e formată, este definită prin 
accident. 


2. Orice proprietate a unei asemenea expresii, care ar 
rezulta pentru ea din poziția ei particulară în interiorul 
sistemului, poziție determinată prin seria formată de nume- 
rele simbolurilor sale, este o proprietate accidentală. (De 
exemplu, se poate defini mulțimea tuturor expresiilor sis- 
temului ale căror serii de numere întregi corespunzătoare 
conțin grupul 33; dar orice proprietate stabilită pe această 
particularitate este o proprietate accidentală şi mai mult 
nu este definisantă.) 

3. Demonstrația unei expresii într-o teorie deductivă 
nu este o proprietate a' acestei expresii; „demonstrabil” 
nu este un predicat care poate fi atribuit unei expresii înaintea 
demonstrației ei, pe baza numai a structurii ei; dacă acest 
lucru ar fi posibil, atunci o propoziție căreia i s-ar putea 
atribui predicatul „demonstrabil” înainte de a fi demon- 
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strată, ar fi adevărată fără demonstrație, ceea ce este 
absurd. 

Dar demonstrația unei expresii într-o teorie deductivă 
nu constituie un caracter izolat al acestei expresii. 

Demonstraha mut este 0 proprietate, ci 0 operahe, prin 
care, fiind date anumite reguli, se stabilește o conexiune 
între o expresie și corpul expresiilor deja admise într-o 
teorie. Demonstrația posedă astfel un caracter operatonal. 
constructiv. Goblot a spus-o de mult timp: „A demonstra 
înseamnă a construi” (Demontrer c'est construire). Şi mult 
înaintea lui, Kant a făcut o teorie complexă a caracterului 
constructiv al demonstrației, pentru a nu mai cita şi alți 
logicieni care au avut aceeași concepție despre natura de- 
monstrației. 

De aceea „demonstrația” nu poate fi atribuită unei 
expresii în mod izolat, ca un predicat, deoarece ea nu depinde 
exclusiv de expresia dată, ci, de asemenea, de toate expre- 
siile teoriei care servesc la demonstrația expresiei consi- 
derate. Fără îndoială, putem spune că o expresie demon- 
strată este „demonstrabilă”, dar aceasta nu înseamnă 
decît un nume acordat fost festum, adică după demonstra- 
ție, căci mai înainte. nu avem dreptul să i-l dăm. Şi chiar 
atunci, acest nume ar păstra un caracter neesențial (Witt- 
genstein) şi fortuit (Tarski), ca orice nume. 

4. Expresiile definite prin accident nu pot fi „decise“ 
în mod teoretic în sistemul în care ele au fost formate, 
pentru că nici o expresie definită prin accident nu poate fi 
„decisă” teoretic, ci numai printr-o constatare de fapt. 

5. Expresia construită de Gâdel, citată de noi 


[R(q); q], 


ca şi oricare expresie de tipul acesta, este definită numai 
prin numărul său, în ordinea relativă creată de Gâdel, 
deci este definită prin accident. Ea nu este decidabilă, dar 
această Umnentschesdbarkeit nu este datorită limitărilor in- 
terne ale formalismelor logico-matematice, ci structurii ei 
logice care este creată printr-o definiție accidentală. 

6. În ceea ce privește pe cei care au răspuns criticii lui 
Perelman, făcînd o distincție între enunțurile unui sistem 
şi enunțurile metateoretice relative la același sistem, și care 
au reproşat lui Perelman că nu a ținut seamă de această 
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distincție, cum sînt, de exemplu, Kleene, Church etc., aceş- 
tia comit o zenorati0 elenchi. Distincția la care se referă 
acești logicieni serveşte să soluţioneze dificultatea, după ce 
ea s-a produs, ea constituie „o soluție” convențională a 
problemei. 

Dar la aceasta mai avem de adăugat că dacă se ține 
seama de pasajul din Organon-ul lui Aristotel pe care l-am 
citat (vezi cap. VI), după care „este absurd să se presupună 
că există argumente care se raportează la cuvinte şi altele, 
la gindire, deci că ele nu ar fi identice”, distincțiile de felul 
acesta își pierd caracterul lor logic. În adevăr, logica for- 
mală este independentă de conținutul, de materia relativă 
la care se aplică ; deci conținutul nu poate determina în nici 
un mod o distincție de natură logico-formală. Această 1dee a 
fost exprimată cu toată forța de un singur logician al epocii 
noastre, de către Ludwig Wittgenstein, cînd a făcut critica 
teoriei tipurilor în Trăctatus (prop. 3. 328): 

Poni sintaxa logică semnificația unui semn nu trebuie 
să joace nici un rol”. Și mai departe (prop. 3. 331): „Ob- 
ținem o înțelegere mai completă asupra Teorzes tipurilor a 
„lui Russell: eroarea lui Russell constă în faptul că, stabilind 
regulile semnelor, el trebuie să vorbească de semnificația 
acestor semne”. 

Și pentru a vedea că dacă se stabilește o împărțire „lo- 
gică” a simbolurilor şi a expresiilor simbolice, în expresii 
„logice” şi „metalogice”, s-apărăsit domeniul pur formal şi s-a 
intrat în conținutul expresiilor cărora se aplică simbolurile, 
Wittgenstein însuşi arată consecințele absurde la care cu ne- 
cesitate trebuie să se ajungă peaceastă cale (prop. 6.123): 
„Este clar că legile logice nu trebuie să asculte și de alte legi. 
(Nu. există, cum credea Russell, pentru fiecare «“Iype» o 
lege specială de contradicție. ..)” 

Dar aceasta este o altă problemă care merită să fie 
discutată în mod separat. 


3, Pseudoelasa non—A 
În aceste probleme am întîlnit clasa A și clasa contrară 


non-A (complementul lui A din teoria mulțimilor). În 
acelaşi fel am considerat un predicat v, iar dacă o entitate 
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logică x nu avea predicatul îi acordam un predicat ne- 
gativ P. Vrem acum să ne ocupăm de aceste clase de forma 
non-A sau, dacă considerăm problema în comprehensiune, 
să vedem dacă non-atribuirea unui predicat unei entități 
logice x exprimă cu adevărat o predicaţie. 

Definiţia unei clase este: „toți aceia care fac adevărată 
o funcție propozițională f(x)”. Sau, mai simplu: „O clasă 
(sau mulțime) este o colecție de elemente care admit, toate, 
același predicat”. 

Calculul claselor a acceptat încă o clasă, în raport cu 
un predicat dat f: funcția propozițională f(x) defineşte clasa 
x(£fx), dar ea defineşte şi clasa tuturor elementelor care nu ve- 
rifică funcția f(x), notată „X(fx)”. O funcție propozițională 
(cu un singur argument) determină astfel două clase, clasa: 
A şi clasa non-A, non-A fiind formată din „toți cei care 
fac falsă funcția f(x)”: 


A = 3(fx) 
non-A = X( = fx) 


Russell şi Carnap au spus mai simplu: o clasă esteex- 
tensiunea unui predicat, ceea ce face din noțiunea de clasă 
sau de mulțime noțiunea logică tradițională de extensiune 
a unui concept (Umfang). Clasa A este extensiunea predi- 
catului f; dar, în acest caz, clasa non-A este extensiunea 
cărui predicat? Care este predicatul comun tuturor ele- 
mentelor care nu admit același predicat f? Am ajuns astfel 
la dilema următoare: dacă non-A este o clasă, atunci defi- 
niția dată („toți cei care verifică f(x) ) nu este definiția 
clasei ; dacă păstrăm în mod riguros această definiție, atunci 
non-A nu poate fi o clasă. 

Această lipsă de precizie, în ceea ce priveşte concep- 
tul de clasă şi în special clasa non-A, poate fi regăsită în toate 
tratatele de logică sau de matematică ; citim, de exemplu, 
într-un tratat de algebră, de o valoare incontestabilă, cum e 
cel al lui B. I, van der Waerden, Moderne Algebra [1]: 
„Gîndim, ca punct de plecare al tuturor considerațiilor 
matematice, anumite obiecte reprezentabile, ca, de exemplu, 
semnele numerelor, literele sau combinațiile acestora. O 
proprietate, pe care fiecare dintre aceste obiecte o are, în 
particular, sau nu o are, definește o mulțime sau o clasă; 
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elementele mulțimii sînt obiectele cărora convine această 
proprietate”. Iată deci, confuzia de care am vorbit: o pro- 
prietate pe care fiecare dintre aceste obiecte o are sau nu o 
are definește o mulțime sau clasă ; elementele acestei mul- 
țimi sînt obiectele cărora această proprietate convine. 
Care? 

Desigur, matematicienii au libertatea de a alege noțiunea 
de mulțime sau clasă, după bunul lor plac ; dar ea trebuie să 
fie aleasă şi o dată aleasă ea nu poate fi altceva decît ceea 
ce ea este. Putem spune chiar că X(îx) şi x(—îx) reprezintă, 
fiecare, o clasă ; dar, în acest caz, clasa x(îx) Şi clasa x(—îx) 
nu mai pot fi definite printr-o definiție unică, „toți cei care 
verifică f(x)” şi trebuie introdusă o definiție pentru clasa 
x(— x), adică „toţi cei care nu verifică funcția f(x)” ceea ce 
nu este același lucru. Se vede astfel că, în general, dacă 
considerăm o funcție cu uri singur argument f(x), cele două 
clase X(fx) şi x(—fx) nu pot fi constituite bazindu-ne pe o 
definiție unică a noțiunii de clasă și, prin urmare, colecțiile 
X(fx) şi x(—fx) nu pot fi caracterizate, amîndouă, prin 
acelaşi concept „clasă” cu acelaşi sens. 

Să considerăm o clasă determinată, de exemplu, clasa 
„om”; un element x aparține acestei clase, dacă putem 
scrie pentru el: 


x com 


Toţi x care fac adevărată această funcție propozițională 
formează clasa om : x(x e om). Clasa non-A, în cazul prezent 
non-om, nu exprimă extensiunea nici unui predicat. Cînd 


scriem 
X € non-om 
sau, în general 
x e non-A 


nu am indicat nici o totalitate de elemente care pot fi re- 
unite împreună bazîndu-ne pe o proprietate comună. Clasa 
non-om — Şi, în general, clasa non-A — nu exprimă nimic 
mai mult decît că există elemente cate nu au proprietatea 
comună elementelor clasei om, sau ale clasei A. Dar cum să 
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afirmăm că toate aceste elemente au o proprietate comună numai 
din faptul că ele nu au o proprietate comună? În afară de 
clasa om, deci în colecția numită clasa non-om, există ele- 
mente complet heteroclite : arbori, mamifere, numere prime, 
metale, ecuația lui I/aplace etc. Care este proprietatea lor 
comună care le reunește într-o clasă? 

Aristotel a observat că, clasa non-A nu este definită. 
Într-adevăr, citim ([1)], De Interpretahione, 2, 20) : „Cuvîntul 
este un sunet vocal posedînd o anumită semnificație con- 
vențională”. Şi mai departe: „Non-om nu este un cuvînt. 
Nu există, într-adevăr, nici un termen pentru o asemenea 
expresie, căci ea nu este nici discurs, nici negație. Putem 
admite că este numai un cuvînt nedefinit (pentru că el 
aparține la orice, la ceea ce este și la ceea ce nu este)” 

În consecință, luînd tale guale expresia „non-A”, ea nu 
este o clasă, deoarece nu există nici un element comun 
aparținînd conotației fiecărui element din această colecție, 
care ar autoriza reunirea lor într-o clasă. Să ne fixăm aten- 
ția asupra clasei om: atunci, rămîne o colecție de elemente 
eterogene non-om și nu este de loc nevoie, așa cum vrea 
Brouwer, să putem indica toți membrii acestei colecții 
pentru a avea în mod real o clasă, deoarece este suficient 
să luăm numai două elemente din această colecție şi să 
observăm că nu au nici un element comun al conotațiilor 
lor pentru a ști că am reunit în mod arbitrâr toate elementele 
acestei colecții într-o clasă. Modul de formare a unei ase- 
menea clase este deci: se ia o clasă oarecare A, extensiunea 
unui predicat bine definit; apoi se consideră, în mod arbi- 
trar, un element oarecare şi dacă el nu admite predicatul A, 
ceea ce nu are nici o legătură în acest caz cu elementul con- 
siderat, atunci acest element aparține clasei non-A ; spunem 
apoi că toate elementele care nu admit: concomitentul A 
formează o clasă non-A. De exemplu, în cazul nostru non-om, 
să luăm diverse obiecte care nu sînt „om”: peștele nu este 
om, numărul 7 nu este om, luna nu este om, ecuația lui 
Pell nu este om etc. ; pentru toate aceste elemente care nu au 
predicatul om, predicatul om, neavînd nici un raport cu 
conotația lor, este un accident, și constatăm că ele nu au 
acest accident. Astfel deci, clasa non-A este definită prin 
accident și, mai ales, prin faptul că elementele sale nu au 
acest accident. 
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Din punct de vedere logic ea nu este absolut de loc defini- 
tă, deoarece o definiție nu poate fi construită prin accident. 
ŞI, în mod special, prin hpsa unui accident. 

Este adevărat că în anumite cazuri particulare şi bine 
determinate, dacă în interiorul unei clase date A există numai 
două clase, a şi b, în mod precis definite, fiecare, putem 
construi clasele a și non-a care sînt, de data aceasta, bine 
definite. Să spunem atunci că „x aparține clasei non-a”" 
înseamnă „x aparține clasei b”. 

De exemplu, numerele raționale au numai două sub- 
clase : clasa întregilor şi clasa fracțiilor raționale. Să notăm 
clasa numerelor întregi cu a și clasa fracțiilor raționale cu b. 
Dacă acum afirmăm (sau demonstrăm) că: 1) x este un 
număr rațional; 2) că el nu aparține clasei a; 3) atunci 
x aparține în mod necesar clasei b. Dar b este clasa tuturor 
numerelor raționale care nu sînt întregi, deci ea este clasa 
non-a. În alte'cuvinte, în acest caz expresiile „X € non-a” 
ȘI „xeb” sînt identice, dar numai în acest caz. În conse- 
cință, numai în cazul anumitor determinări precise, o clasă. 
non-a, în interiorul unei alte clase A, poate avea o 'semni- 
ficaţie definită şi elementele sale să fie reunite într-o colec- 
ție, deoarece ele au o proprietate comună. În cazul general, 
clasa non-A are nici o semnificație, nefiind decît un „cuvînt 
nedefinit”, aşa cum a afirmat-o Aristotel. Nu putem să 
gîndim 'sub „clasa non-A” o colecție constituită în clasă, 
deoarece accidentul nu are puterea logică de a opera această 
reuniune, ci numai de a indica „că există elemente care nu 
aparțin clasei A”. Aceasta înseamnă că propozitia „x nu 
aparține clasei A” poate fi aphcată numai într-o manieră. 
distribubivă, fiecărui x dat, şi nu în mod colectiv. 

Aceeaşi observație poate fi făcută şi în problema predi- 
catelor negative. Aristotel s-a ocupat pe larg de problema 
predicatelor negative ([1], Analytica Prora, I, 46). E] scrie, 
examinînd termenii definiți și termenii nedefiniți: „In sta- 
bilirea sau respingerea unei concluzii, există o diferență, 
după care considerăm ca identică sau ca deosebită semni- 
ficația expresiei a nu fi aceasta şi a fi non-aceasta : de exemplu, 
a nu fi alb şi a fi non-alb. Într- adevăr, sensul nu este același, 
dar, pe de altă parte, negarea lui a fi alb nu este a fi non- alb, 
cl a nu fi alb“. Simpla afirmaţie „x nu are predicatul P” nu 
atribuie lui x un predicat, deoarece din faptul că x nu veri- 
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fică funcția propozițională P(x) nu rezultă pentru x o pro- 
prietate. Avem exact problema precedentă văzută în com- 
prehensiune. Vedem acum, în mod limpede, care era eroarea 
comisă în paradoxe: se introducea o proprietate P, pe care 
o entitate logică x ar fi avut-o ca consecință din simplul 
fapt că x avea o proprietate y aleasă la întîmplare (con- 
comitentul) sau nu o avea. Dar faptul de a avea pur și simplu 
o proprietate nu constituie prin el însuși 0 altă proprie- 
tate; faptul de a nu avea pur și simplu O proprietate nu 
constituie prin el însuși 0 proprietate nouă. Acelaşi lucru 
pentru clase: simplul fapt de a apartine unei clase nu con- 
stituie Drm el însuși o altă proprietate, de a aparține 
unei alte clase. 

Dacă din simplul fapt că un lucru oarecare x nu admite 
un predicat P ar rezulta că x ar admite un predicat Q, atunci, 
deoarece x nu admite un număr imens de predicate, ar re- 
zulta că x admite un număr imens de predicate, ceea ce 
este absurd. 


Am văzut, de altfel, că regulile silogismului, care expri- 
mă mecanismul predicației, arată că dacă una dintre pre- 
mise este negativă, concluzia trebuie să fie negativă, chiar 
într-un silogism incomplet, cum ar fi entimema. În conse- 
cință, din simplul fapt că noi afirmăm că x nu are predica- 
tul P 


= P(x), 


(oricare ar fi P) nu poate să rezulte, eventual şi într-un mod 
general, decît o singură propoziție de asemenea negativă: 


- : — 0), 


în afara cazurilor particulare bine definite. 
În acelaşi fel, din simplul fapt că afirmăm că x nu apar- 
ține unei clase A 


—_— . —xeA 


(oricare ar fi A) nu rezultă că x aparține altei clase B, ci, 
eventual, cel mult, că el nu aparține unei clase B: 


—- —xeB 
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Este adevărat că avem libertatea de a introduce, pentru 
aceste fapte, semne de abreviere, atît pentru faptul că x nu 
are un predicat y, cât şi pentru faptul că o clasă « nu apar- 
ține unei alte clase 6. Dar aceste semne de abreviere sînt 
convenționale și nu derivă ca proprietăți din definițiile lui 
X şi V, sauale lui «și 6, ci au definiții construite prin acci-- 
dent, adică nu sînt, de fapt, definite. 


4. Despre îormarea anumitor elase prin accident 
şi intuiţionismul lui Brouwer 


Richard este singurul care a observat că clasele care 
intervin în problema paradoxelor nu sînt definite. Acest 
fapt vroia să-l ilustreze paradoxul construit de el. Pin 
păcate, observaţia lui, justă în fond, era insuficientă în 
ceea ce priveşte simbolismul logic, pentru că ea nu putea 
să explice cum trebuie ajustat simbolismul logic pentru 
a pune în vigoare această observație. Observația lui Richard 
n-a fost luată în serios decît de Poincare [1] (şi mai poate 
fi citat I,ucas de Pesloiian care a insistat asupra soluției 
lui Richard). Cercetările noastre au arătat că există cazuri 
în care considerăm ca definite lucruri care sînt caracteri- 
zate exclusiv printr-un. accident, ceea ce înseamnă că ele 
nu sînt deloc definite. Eadevăratcă o caracterizare acci- 
dentală nu e chiar nimic şi că putem cîteodată forma anumite 
clase sau constata anumite determinări printr-un simplu 
accident. Putem, de exemplu, forma clasa următoare: 
„obiectele din camera de lucru a domnului D., strada N, 
numărul n, inclusiv domnul D. el însuși”. Fie aceste obiecte, 
o masă, patru scaune, un covor, un tablou, o călimară, două 
tocuri, două creioane, O bibliotecă, 843 de cărți şi domnul D. 

Această clasă este complet determinată, fără nici o 
legătură cu definițiile acestor elemente. Accidentul este 
aici „Camera domnului D., strada N, numărul n”: nu e 
necesar ca toate aceste obiecte să se găsescă împreună şi în 
acest loc. Acest exemplu ne arată că, dată fiind o serie de 
elemente eterogene, putem forma o clasă cu aceste ele- 
mente, bazîndu-ne pe un accident pe care-l putem alege 
arbitrar; dar nu trebuie pierdut din vedere că definiția 
unei asemenea clase este o definiție construită prin accident 
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ŞI că în consecință nici un membru nu e definit prin acest 
accident. Din definiția „obiectele din camera domnului 
D, strada N, numărul n și domnul D. el însuşi” nu putem 
deduce obiectele care se atlă în această cameră. Dacă obiec- 
tele n-ar fi dinainte date, colecția nu ar fi constituită. Ur- 
mează că în clasele formate prin. accident toți membrii 
trebuie să fie în prealabil și individual dați. Deci: 

În clasele formate prin accident, cuvîntul „toti” nu are 
un Sens colectiv, ci un Sens distributiv : elementele unei ase- 
menea clase nu aparțin colecției ca formind în mod colectiv 
extensiunea unui aceluiaşi predicat, ci sînt elemente cărora 
li s-a distribuit accidental o proprietate care nu face parte 
din conotavrea nici unuia dintre aceste elemente. 

Observaţia că particula „toți” — omnes — are două 
sensuri — colectiv şi distributiv — a fost făcută încă de 
logicienii scolastici, după cum am remarcat-o la timpul său, 
deși ei nu au putut să explice cum apar aceste două sensuri 
diferite și în ce cazuri. În tratatele lor despre Syncategore- 
mata se pot găsi numeroase exemple care pun în lumină 
cele două sensuri ale lui omurs. 

În rezumat, concluzia noastră ăpan: în orice colecție 
definită prin accident, apartenența sau non-apartenența 
unui element la această colecție nu poate fi stabilită decît 
în mod individual, dînd elementul colecției, pentru că numai 
astfel se poate constata dacă elementul dat posedă conco- 
mitentul sau nu îl posedă. Dacă definim clasa mamiferelor, 
orice membru al acestei clase este definit prin definiția 
generală a predicatului mamifer ; dacă vrem apoi să formărn 
colecția non-mamifer, nici un membru al acestei colecții 
nu e definit. Pentru a putea forma această colecţie ar tre- 
bui să constatăm direct, examinînd pe rînd fiecare element, 
că nu are concomitentul dat. De exemplu, „ecuația lui 
laplace” aparține colecției „non-mamifer”, dar acest 
element nu poate fi dedus din „non-mamifer” în nici un fel. 
Această obligație este aceeaşi pentru colecțiile finite sau in- 
finite. Putem oricînd forma o colecție prin accident dacă 
dăm în prealabil membrii ei, chiar dacă ei sînt absolut hete- 
rocliți. Să presupunem că cineva își fixează atenția asupra 
obiectelor următoare: un briceag, ecuația lui Laplace, 
dicționarul său latin, stejarul din curte și clasa numerelor 
imaginare, și scrie numele fiecăruia dintre aceste lucruri 
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pe o foaie de hîrtie; în acest moment „clasa obiectelor 
înscrise pe această listă” este perfect determinată, creată 
prin acest accident; dar trebuie ca toate aceste obiecte să fie 
date pentru a putea fi arbitrar colecționate într-o clasă. 

Deci : 

Pentru a forma o clasă defimtă prin accident (fimtă sau 
infinită ) trebuie să indicăm toți membru ei, unul cîte unul, 
caracterizați de acest accident, altfel clasa nu este conshitmtă, 

Este. adevărat că în cazul colecţiilor infinite definite 
prin accident, această exigență nu poate fi satisfăcută nici- 
odată, deoarece nu putem indica niciodată pe toți cel 
care au același accident, sau nu îl au, în timp ce, în domeniul 
colecțiilor : finite, putem indica eventual toate elementele 
care au un același accident. Faptul logic. care determină 
această conditie nu este natura finită sau imfinită a colecției, 
ci natura defimției sale făcute prin accident: formarea unei 
asemenea clase care nu se bazează pe o definiție logică, 
trebuie să aibă o bază de fapt. Deci colecțiile infinite de- 
finite prin accident, ca, de exemplu, clasa non-A, nu pot fi 
constituite, cu toate că am putea determina, dacă ni se 
dă un element oarecare, dacă el aparține acestei colecții 
sau nu, adică dacă are sau nu accidentul. 

Rezultatele obținute ne explică, în acelaşi timp, ceea 
ce au încercat să descifreze Brouwer și intuiționiștii în le- 
gătură cu clasele formate în acest fel, dar nu au reușit, 
deoarece ei nu au sesizat adevărata natură a problemei. 
Pentru Brouwer, după cum am văzut, o propoziție are un 
conținut dacă este legată de intuiţia noastră imediată, de o 
anume stare de lucruri. Deci propoziția „x aparține mul- 
țimii K” nu are sens decît dacă se-poate indica practic ele- 
mentul x. Fie propoziția a: fiecare element al mulțimii K 
are proprietatea P” ; dacă mulțimea K este infinită, atunci 
negația propoziției „a este falsă” nu satisface „principiul 
brouwerian, deoarece nu avem posibilitatea să arătăm, 
pentru o infinitate de lucruri, faptele care se opun ca ele 
să aibă proprietatea P. 

Aceste observații conțin un embrion de adevăr pe care 
intuiționiştii l-au sesizat, dar pe care nu au ştiut să-l for- 
muleze. 

Observația logică este mult mai simplă. Dacă Brouwer ar 
fi ţinut seama de faptul că un concomitent (accident) 
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nu poate fi constatat decît dacă se indică în prealabil lucrul 
care se presupune că are accidentul, adică, accidentul nu 
reprezintă nici o determinare pentru nici un lucru, decît 
dacă lucrul este complet dat prin propria sa definiție, atunci 
exigența sa ar fi putut fi exprimată astfel: dacă este dat un 
predicat P şi propoziția a „fiecare element al mulțimii K 
are predicatul P”, atunci „a este falsă” sau „x nu este acci- 
dentul lui P”, sau „x nu aparține mulțimii K” nu pot fi 
declarate adevărate sau false decît dacă elementul x este 
practic dat. Mai precis, exigența lui Brouwer ar putea fi 
formulată astfel: apartenența sau non-apartenența unui 
element x la: o mulțime formată prin accident nu poate să 
rezulte din definiția unei astfel de mulțimi, definiție care 
nu există, ci din faptul că x este dat, deoarece asemenea 
mulțimi nu sînt constituite prin definiții, ci prin elemente 
date care au un accident oarecare, independent de faptul 
că mulțimea este finită sau infinită. Să reluăm exemplul 
precedent: mulțimea formată de „obiectele din camera 
domnului D., strada N, numărul n, şi domnul D. el însuși” 

Din faptul că afirm că un obiect x aparține acestei mulțimi 
nu rezultă nici o determinare pentru x; din faptul că x 
este „unul din obiectele care se găsesc în biroul domnului 
D.” nu rezultă cine este x, adică, natura sa. Dar dacă afirm, 
de exemplu, „x aparține mulțimii mamiferelor”, atunci 
ştiu precis că x este un vertebrat, că are sîngele cald, pielea 
acoperită de peri, femelele avînd glande speciale numite 
mamele etc. Ceea ce nu este același lucru. 

Acesta este faptul logic pe care concepția intuiționistă 
nu a reușit să-l descifreze, cu toate că ea s-a aDIOpISi 
foarte mult de unul din aspectele problemei. = SI 

Pentru a ilustra concluziile. precedente, să examinăm un 
paradox pe care îl citează Reichenbach [1] și care, tocmai 
pentru că este un exemplu concret, va lămuri complet pro- 
blema formării unei clase prin accident. Vom prezenta para- 
doxul, sub forma cea mai naturală, după cum urmează. 

Fiecare bibliotecă publică a unei țări posedă un catalog 
al tuturor cărților pe care le are, al tuturor broșurilor, 
stampelor, manuscriselor etc. Orice carte, broşură, manu- 
scris etc. este înregistrat la un număr determinat în cata- 
log. Există biblioteci care înregistrează şi catalogul de 
inventariere, caz în care catalogul însuși este citat în cata- 
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log; există biblioteci care nu înregistrează catalogul în 
inventarele lor, deci catalogul nu se menționează el în- 
suşi. Putem spune, deci: orice catalog al unei biblioteci 
publice se menționează el însuși sau nu se menţionează 
el însuși, fertzum non datur. Să presupunem acum că direc- 
ţia unei biblioteci oarecare își propune să adune toate 
cataloagele bibliotecilor din țară şi să redacteze un catalog 
al cataloagelor care nu se menționează ele înșile. Pro- 
blema este perfect definită, are un sens precis şi este, prac- 
tic, realizabilă. 

Să notăm cu G catalogul cataleagelor care se mențio- 
nează ele însele şi cu I catalogul cataloagelor care nu se 
menționează ele însele. Să examinăm catalogul [': acest 
catalog trebuie și el să se menţioneze sau să nu se men- 
ționeze, fertium non datur. În cazul în care catalogul IT 
se menționează, atunci, fiind definit ca un catalog al tutu- 
ror cataloagelor care nu se menționează, el nu se mențio- 
nează ; în cazul în care catalogul nu se menționează, atunci, 
prin definiție, el se menționează! Am obținut paradoxul 
clasei claselor care nu își aparțin ca elemente. 

Soluția este ușoară. Definiţiile cataloagelor Gşi T 
sint (notînd catalog = Cato): 


Cate x e Cate G —vs Cate xe Cate x 
Cate x € Cate IT =—p:— Cate xe Cat x 
Formulele D, şi D, ne dau: 
Catg x ZF Cate G 
Cate x E Catg 


În consecință, variabila Cate x nu poate lua valoarea 
G sau, respectiv, I[; nu putem pune aceeaşi problemă 
pentru Catg G şi CatglI', dacă ele se menționează sau nu; 
deci paradoxul nu se poate produce. Dacă nu ținem seama 
de D, şi D,, atunci obținem următoarele echivalențe ge- 
nerale : 


Cate Ge Cate G = Cate G e Cate G 
Catg Le Cate [= — Cate [ e Cate LD 
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Trebuie să observăm, în primul rînd, că cataloagele G 
şi I nu sînt cataloage obișnuite, ele nu menționează orice 
carte, broșură, stampă, manuscris etc., ci, exclusiv cata- 
loage cu o anumită Particularitate fiecare, particularitate 
aleasă în mod arbitrar. Definiția catalogului G a cataloa- 
gelor care se menționează și definiția catalogului I a 
cataloagelor care nu se menționează, sint definiții făcute 
prin accident. Faptul de a se menționa sau a nu se men- 
ționa nu este un element permanent și propriu conotațţiei 
noțiunii de catalog, pentru că, dacă ar fi aşa, toate cata- 
loagele ar trebui să se menționeze sau toate cataloagele 
ar trebui să nu se menționeze. Se vede de asemenea 
că expresiile de forma „CatexeCalgx” sau cu negație 
„, = Catgx e Catex" pot fi formate, dar ele nu pot fi expresii 
definisante. Dar atunci, cum sînt formate cataloagele G şi I'? 
Ele sînt, practic, formate prin faptul că toți membrii lor 
sînt dați ca posedînd accidentul, sau nu, prin observație 
directă. Colecţiile G și I nu sînt deci formate prin defi- 
niția accidentală respectivă, ci practic, ele sînt realizabile 
pentru că numărul elementelor lor este finit, dar definițiile 
lor sînt definiții prin accident. Pentru acest motiv, atunci 
cînd considerăm cataloagele G şi I printre cataloagele 
care au o definiție, independent de acest accident, ele în- 
cetează de a mai fi definite. Simpla întrebare „catalogul 
G se menționează sau nu se menționează?“ sau „Catalogul. 
I' se menționează sau nu se menționează?” privează aceste 
cataloage de accidentul care 'serveşte la formarea lor, și 
ele nu mai sînt definite. 

În 'rezumat, cataloagele G și T pot fi practic constitu- 
ite pentru că membrii lor pot fi dați într-un mod concret 
și pentru că numărul acestora este finit; chestiunea, dacă 
aceste cataloage se menționează sau nu, nu se pune prin 
înseşi datele problemei ; pentru acest motiv -putem, practic, 
să menționăm în cataloagele G sau I chiar aceste cata- 
loage, pentru că menționarea lor nu are legătură cu defi- 
nițiile lor. Nimic nu ne împiedică să înscriem în catalo- 
gul TI, catalogul I însuși, ceea ce ar fi imposibil de reali- 
zat în cazul în care definiția catalogului I ar fi contra- 
dictorie, aşa cum se întîmplă, de exemplu, dacă vrem să 
desenăm un cerc pătrat şi nu putem desena nici măcar un 
punct al acestui cerc. 
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IX 


CONCLUZII 


Am formulat soluția tuturor paradoxelor logico-mate- 
matice, urmînd patru căi diferite: 

1) demonstrînd formula Tw, bazată pe principiul con- 
tradicției ; 

2) întrebuințind condițiile definiției, formulate de tauto- 
logiile D, și D,; 

3) cu ajutorul primei reguli a silogismului, terminus 
esto înplex ; 

4) stabilind că noțiunile care dau loc la paradoxe sînt 
definite prin accident, adică nu sînt definite de loc. 

Toate aceste patru căi au dus la același rezultat, la o 
soluție unică.. Problema paradoxelor este de natură pur 
logică (așa cum a afirmat Russell chiar de la începutul 
dezbaterilor asupra acestei probleme) și apariția lor se 
datorează unei singure şi aceleiași erori de logică, foarte 
subtilă de altfel, care se comite chiar în enunţul proble- 
mel. 

Trebuie să: remarcăm că, contrar tuturor tentativelor 
făcute pînă acum de a rezolva aceste antinomii prin reguli 
prohibitive contenționale, în ceea ce privește admisibili- 
tatea anumitor expresii în interiorul unui -formalism lo- 
gic, soluția noastră a demonstrat că nu e vorba de nici o 
limitare, ci numai de respectarea principiilor logice: con- 
dițiile impuse de aceste principii nu înseamnă o limitare, 
ci valabilitatea universală a formulelor construite prin res- 
pectarea lor riguroasă, pentru că aceste principii sînt uni- 
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versale. Teorema Tu sau D, şi D,, care sînt tautologii, 
au pus în evidență acest lucru și au explicat natura și 
Justificarea: logică a relației v = P, valabilă şi în echivalen- 
țele generale (x) : P(x) = (x) sau (x) - P(x)= — V(x), sau 
în cazurile particulare ale acestora care se obțin pentru 

= y, în speţă, (|): PU) U(0) şi (V)- PU) 0). 

Am insistat asupra unui fapt deosebit de important: 
în toate aceste paradoxe au apărut noțiuni definite prin 
accident, şi, în fond, noțiunile acestea au provocat para- 
doxele. Matematica are posibilitatea să formeze în mod 
continuu expresii prin accident, ca, de altfel, orice disci- 
plină sau limbaj curent. Sintem tot timpul obligați să 
remarcăm legături accidentale între lucruri, care sînt in- 
teresante şi utile. Orice limbă dată fiind convențională, 
urmează că orice expresie a unei limbi date, fiind o expresie 
a unui lucru, este convențională și, în consecință, expresia 
oricărei idei este făcută cu o definiție prin accident. Ma- 
tematica întrebuințează deseori asemenea expresii şi uti- 
litatea lor este incontestabilă. De exemplu, scrierea zeci- 
mală este o scriere convențională. Dar în această scriere 
este mai ușor să recunoaștem o proprietate esențială a nu- 
merelor întregi decit în altă scriere. 

De exemplu, se poate spune imediat despre numărul 
332 că este un număr par, deci că nu este un număr prim 
etc. Dar dacă scriem acest număr în alt sistem, de exem- 
plu, avînd baza 7, îl vom scrie 653. De data aceasta, nu 
mai este atît de ușor să constatăm prin simpla examinare 
a ultimei sale cifre, că numărul 653 este un număr par, și 
că deci el nu este număr prim etc. Proprietatea „orice 
număr întreg care se termină cu o cifră pară este un număr 
compus” este definită prin accident şi depinde de alegerea 
sistemului de numerație. Dar dacă se enunță această 
proprietate, fără a se specifica accidentul — sistemul de 
numerație în care ea este valabilă — ea nu mai este defini- 
tă, deci nu reprezintă nimic. ” 

Acesta este un exemplu destul de simplu, dar există în 
matematică propoziții mult mai complicate şi mai impor- 
tante care întrebuințează un accident. 

Să luăm o curbă plană, de exemplu, curba numită 
lemniscată sau elipsa lui Cassini. Fa este definită după 
cum urmează: locul punctelor, astfel încît produsul distan- 
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țelor fiecăruia dintre ele, la două puncte, fixe, este con- 
stant. 

Putem foarte bine să o studiem din punct de vedere 
geometric şi să-i stabilim proprietățile, plecind direct de 
la această definiție; dar putem de asemenea să o studiem 
din punct de vedere analitic, luînd un sistem de axe de 
coordonate carteziene, şi atunci ea poate fi reprezentată 
prin ecuația următoare : 


(372 —- y2)2 = a2(x2 — 2) 


Expresia algebrică (x2 + y2)2? — a2(x2 — y2) reprezintă, 
în mod convențional, lemniscata; din punct de vedere 
logic, această definiție este făcută prin accident şi nu 
reprezintă nimic geometric, dacă facem abstracție de sis- 
temul de referințe, în cazul nostru, „axele de coordonate 
carteziene”. | 

Propoziția „axele de coordonate carteziene” este aci 
accidentul, corespunzind cu propoziția „sistemul zecimal 
de numerație” din exemplul precedent. Aceasta apare şi 
mai evident dacă schimbăm sistemul de referință, de exem- 
plu, dacă scriem ecuația lemniscatei în sistemul de coor- 
donate polare: 


12 — a2r2 cos A 


Dacă vorbim în limbajul coordonatelor carteziene, a- 
tunci prima ecuație este cea care reprezintă lemniscata, dacă 
vorbim în limbajul coordonatelor polare, a doua ecuație 
este cea care reprezintă această curbă etc. Uneori primul 
limbaj este mai avantajos, sau, cum spunea Poincare, mai 
comod, alteori, cel de-al doilea. E desigur un limbaj con- 
vențional, în sensul pe care-l dădea Poincare acestui cu- 
vînt, dar trebuie ținut seama de faptul că, tocmai fiindcă 
putem întrebuința orice limbaj, limbajul coordonatelor și 
expresiile respective ale entităților matematice în acest lim- 
baj nu sînt esențial legate de aceste entități. Şi aceasta 
se vede clar chiar din faptul că aceste accidente sînt se- 
parabile. Dar s-ar putea oare contesta utilitatea acestor 
limbaje? În afară de aceasta, dacă putem stabili o cores- 
pondență biunivocă între toate expresiile unui limbaj ma- 
tematic şi entitățile studiate în acest limbaj, am stabilit 
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o posibilitate de a studia o entitate matematică studiind 
numai expresia ei în acest limbaj. Astfel, demonstrind că 
orice curbă plană este reprezentată, în general, printr-o 
ecuație de forma (în coordonate carteziene) 


y = f(x)l 


ȘI că, reciproc, orice ecuație de forma aceasta reprezintă în 
coordonate carteziene o curbă plană, este suficient să ni 
se dea o ecuație oarecare, de pildă: 


x5 —5x +11 

YI 
xl 

pentru a şti că ea reprezintă o curbă plană, care poate fi 

studiată şi ale cărei elemente remarcabile pot fi găsite fără 

a o fi definit în prealabil pur geometric. 

Acelaşi lucru s-a întîmplat cu ajutorul scrierii zeci- 
male: fără să ne fi gîndit vreodată la un număr, putem 
să-l scriem, și simpla sa scriere zecimală determină com- 
plet numărul. Să scriem, de exemplu, o suită de cifre, fie 
3457891342 ; această suită de cifre reprezintă în sistemul 
zecimal un număr despre care nu ne-am gîndit niciodată 
că ar corespunde acestei scrieri, deoarece între scrierea ze- 
cimală și numere există o corespondență biunivocă. 

Considerăm că nu este cazul să multiplicăm exemplele 
pe care le putem găsi la fiecare pas și în toate domeniile 
matematicii. Întrebuințarea expresiilor care utilizează un 
accident este cu totul îndreptățită și utilă. Aceasta însă 
nu trebuie să ne împiedice să controlăm expresiile pe care 
le  formăm prin accident, pentru că uneori se întîmplă 
să gîndim un lucru pentru care nu cunoaștem decît un 
accident, şi asta înseamnă că nu gîndim nimic! 

Noţiunea de curbă, în general, este gîndită şi definită 
independent de orice sistem de coordonate şi tocmai de 
aceea este posibil să stabilim o corespondență biunivocă 
între orice curbă şi ecuația sa; noțiunea de număr este 
gîndită şi definită independent de orice sistem de numerație 
și tocmai de aceea putem stabili o corespondență biuni- 
vocă între orice număr şi scrierea sa într-un sistem de nu- 
merație .dat etc. Dar dacă am spune „curba reprezentată 
de ecuația dată y = f(x)”, fără a se specifica sistemul de 
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coordonate, sau fără măcar a-l subînțelege, atunci curba 
nu este definită. 

Vedem că, chiar în cazurile foarte precise şi riguros 
definite, definițiile încetează de a mai exista dacă nu ţi- 
nem seama de accident, și nu rămînem decit cu accidentul 
ca element definisant, adică definiția dispare. Aceasta se 
întîmplă mai ales în cazurile îndoielnice, cum ar fi para- 
doxele. Și aci se defineşte, în mod convenţional, un cadru 
— sistemul de coordonate respectiv —, de exemplu, cores- 
pondența biunivocă a claselor din paradoxul claselor zn- 
compatibile (sau al claselor care nu își aparțin ca element) ; 
apoi se iese din cadru cu o expresie formată în acest ca- 
dru şi care, în momentul respectiv, nu mai este definită. 
Așa că nu e de mirare că nu putem stabili dacă clasa 
formată în acest fel are sau nu proprietatea. accidentală 
care a servit la propria sa definiție. Dar, pentru a putea 
constata proprietățile accidentale, trebuie ca lucrul la al cărui 
accident ne gîndim să fie dat sau gândit în alt mod decît 
Brin accidentul său. 

Acelaşi lucru s-a. întîmplat în teoria mulțimilor: ma- 

tematicienii au crezut că gîndesc lucruri definite numai 
printr-un accident, deci nu au gîndit nimic! 
“În această lucrare nu ne-am ocupat 'în mod special de 
teoria mulțimilor, pentru că am examinat problema .anti- 
nomiilor logico-matematice din punct de vedere pur logic. 
Dar trebuie să remarcăm o eroare, ca să zicem aşa, de 
metodă, care a fost fundamentală pentru întreaga orien- 
tare a cercetărilor în acest domeniu. Puși în prezența di- 
ficultăților provocate de paradoxe, în loc să caute soluția 
logică a acestor contradicții, matematicienii s-au servit 
de metoda axiomatică pentru a elimina raționamentele 
care duc la antinomil. 

Teoria mulțimilor s-a dovedit a fi utilă şi fecundă în 
ceea ce privește fundamentele matematicii. Dar, încă de la 
apariția acestei teorii, care este considerată, în general, ca 
o creație a lui Georg Cantor, matematicienii au fost neplăcut 
impresionați de raționamentele cantoriene, fapt care a pro- 
vocat un fel de neîncredere în legătură cu această teorie, 
mai ales în ceea ce priveşte jocul logic cu infinitul, dar 
nimeni nu a putut descoperi defectul acestor raționamente. 
Apariția antinomiilor a demonstrat în mod definitiv că 
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există un viciu în teoria mulținiilor, viciu care a fost atri- 
buit ulterior logicii, în general. Pentru a putea separa 
raționamentele vicioase de cele care erau corecte, s-a re- 
curs la metoda axiomatică, după cum am mai menționat, 
și astfel s-au născut sistemele axiomatice ale teoriei mul- 
țimilor. 

Este evident acum că neîncrederea anumitor matema- 
ticieni privitoare la raționamentele cantoriene era bine jus- 
tificată, pentru că aceste raționamente, care șocau bunul- 
simț, erau bazate pe noțiuni definite de accidente și erau 
cu adevărat vicioase. Cu toate că putem, în mod legitim, 
să luăm în considerație proprietăţile accidentale, ale mul- 
țimilor, trebuie să ținem seama că asemenea accidente 
nu pot caracteriza o mulțime, că accidentul nu este defi- 
nisant și că, dacă socotim o astfel de mulțime ca defi- 
nită, ea nu este de loc definită. 


Trebuie deci să controlăm definițiile numerelor cardi- 
nale sau ordinale, ca și alte noțiuni introduse ulterior în 
teoria mulțimilor, pentru a determina cu precizie defini- 
țiile construite prin accident. Nu avem intenția să între- 
prindem 'aici această cercetare, care ar fi, în fond, o epu- 
rare a teoriei mulțimilor. Ne vom mulțumi să dăm cîte- 
va exemple ca aplicare a rezultatelor stabilite în lucrarea 
de față. 

Să începem cu un exemplu simplu. Definiția logistică 
a clase: este următoarea, aşa cum a fost enunțată de Russell 
în Principia Mathemălhica sau de Carnap în Abriss der 
Logistik : fiind dată o funcție q(z), o clasă înseamnă „va- 
lorile lui z care satisfac o(z z), şi ea se notează simbolic 
prin 2(z). Găsim apoi următoarea definiție a apartenen- 
ței: „x este unul -din aceia pentru care funcția q(z) este 
valabilă” care nu înseamnă altceva decit că „x satisface 
funcția propozițională q(2).“ În simboluri, Russell, Car- 
nap şi ceilalți logisticieni scriu această definiție astfel: 


x € 2(0z) =np:0(x) 


Avem aici o „definiție” ; dar este ea într-adevăr o defi- 
niție? Conform lui D,, pentru a nu avea o definiție dem 
Per idem, trebuie ca termenul definisant să nu intre în ex- 
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presia termenului definit. Dar primul membru al acestei 
definiții spune „x aparține celor care satisfac funcția e(z)” 
(defimendum) ; al doilea termen al acestei definiții spune 
„X satisface funcția q(z)” (definiens). Avem deci aici o defi- 
niție. dem per 1dem, o identitate, şi, ca identitate, ea este 
adevărată, dar, ca definiție, ea este falsă, tocmai pentru că 
este o identitate. În exemplul de mai sus există două feluri 
de a scrie acelaşi lucru. Ceea ce, de altfel, este evident: 
într-o noțiune generală, distingem extensiunea sa ȘI con- 
ținutul său (de notațre şi conotație). Ele sînt două elemen- 
te care aparțin noțiunii generale de concept, deci noți- 
unea generală nu poate fi definisantă -pentru conceptul de 
clasă şi nici conținutul conceptului nu poate fi definisant 
pentru extensiunea conceptului. 

Să presupunem că enunțăm definiția următoare: „dacă 
x aparține clasei Z(0z)” înseamnă „x satisface funcția 
W(z)”. Aceasta se scrie în simboluri: 


- - xe î(9z) = or V(3) 


Să adăugăm acum D,, cu simbolurile întrebuințate 
aici: 


-- : xeâ(oz) = my): D- ve 

De unde, printr-un modus Ponens: 

—--v=e 
Ceea ce se poate scrie și în termeni de clase: 
-z(9â) = î (97) 

Se vede deci că, în definiția precedentă, V(x) nu poate 
fi niciodată identic cu (x), iar definiția dată de Russell, 
Carnap etc.: 

x € (02) = n: e. (7) 


nu poate fi scrisă, nefiind o definiție, ci o identitate. 
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Nu este de mirare că, în acest caz, se pot trage chiar 
concluzii corecte plecînd de la această expresie, pentru că, 
în raționamentele respective, ea nu are decît numele de 
definiție, dar funcționează, în mod subreptice, ca identitate. 
Ceea ce ar fi trebuit să-i trapeze pe logicieni este faptul 
surprinzător că orice rezultat dedus direct din această 
expresie este, întotdeauna, o-identitate şi nimic mai mult. 
Însă este evident că nu se poate obține o identitate decit 
din rezultate care sînt, și ale, identități. Faptul se poate 
verifica, examinînd rezultatele bazate pe această expresie 
și obținute de Russell în Prrncrpra Mathematica. 

Să trecem la un al doilea exemplu, la definiția numere- 
lor naturale. Chiar de la început, ideea de a defini numărul 
cardinal prin clase de similitudine (mulțimile de aceeași 
putere ale teoriei mulțimilor) apare riscată, din punct de 
vedere logic. 

Iată cum explică Russell. [4] această definiție. Să in- 
troducem noțiunea de similitudine a claselor: două clase 
se numesc asemănătoare dacă se poate stabili între membrii 
lor o corespondență biunivocă. Deci, se va face mai întîi 
o clasă cu clasa care nu conține nici un membru; ea va fi 
numărul 0. Apoi se va forma o clasă cu toate clasele care 
nu conțin decît un termen: această clasă a claselor va fi 
numărul 1. Pe urmă, pentru numărul 2, se vor grupa 
toate cuplurile; apoi, teate triourile şi aşa mai departe. 
Russell ajunge, în felul acesta, la definiția numărului: 
„Numărul unei clase este clasa tuturor claselor care îi 
sînt asemănătoare”. Sau: „Putem defini acum numerele, 
în general, ca unul oricare dintre grupuri în interiorul 
cărora, similitudinea adună clasele” ([4], p. 31). 

Ciudățenia unei astfel de definiții nu i-a scăpat lui 
Russell care a remarcat-o, afirmînd totuşi: „că o preferă 
entității metafizice 2”. Și noi am putea să o preferăm, cu o 
singură condiție: să reprezinte în mod real ceva. Într- 
adevăr, să examinăm, mai îndeaproape, definiția număru- 
lui. Ea este o definiție 2dem per idem. Chiar Russell face 
observația că această definiție se reduce, în fond, la ex- 
presia: „Un număr este ceea ce reprezintă numărul unei 
clase”. Dar el crede că cercul vicios al acestei definiții nu 
este decît aparent. „Definiţiile de acest fel — scrie el 
sînt, de altfel, foarte frecvente. Clasa taţilor, de exemplu, 
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ar trebui definită definind mai întîi ce înseamnă a fi 
tatăl cuiva ; atunci clasa taților va fi clasa care cuprinde 
pe toți aceia care sînt taţii cuiva”. Dar Russell face o 
greşeală, pe care am depistat-o mai sus, vrînd să defi- 
nească clasa taților prin noțiunea de tată ; însă „clasa tatilor 
este extensiunea predicatului „tată”, iar Russell vrea să de- 
finească o nouă clasă, a tuturor taţilor, prin clasa tuturor 
taților, ceea ce este o definiție dem per idem, în care nu 
se defineşte nimic. 


Am citat în mod expres acest exemplu, dat de Russell 
însuși, pentru a sublinia că s-a creat atît de mult obișnuin- 
ţa de a pune problema în acest fel încât încurcătura per- 
sistă chiar în problemele elementare. Regăsim același pro- 
cedeu în definiția numărului cardinal. Bunul-simț constată, 
chiar de la început, că în definiția dată de Frege- -Russell, 
noțiunea de .număr presupune noțiunea de număr, că, de 
exemplu, definiția numărului 2 presupune numărul 2 etc., 
că ea este o definiție dem per 1dem, chiar dacă se complică 
această definiție, ajungîndu-se la un fel de dialelă. „Un 
număr cardinal nu este altceva — scrie Russell — decît 
un grup de lucruri asemănătoare între ele și nesemănînd 
cu nimic altceva decît unul cu celălalt”. Aceasta înseamnă : 
să luăm o clasă şi să-i construim o imagine abstractă, adică 
făcînd abstracție de toate determinările membrilor să1; 
să adunăm apoi toate clasele care au aceeași imagine ab- 
stractă (același număr de elemente) şi obținem astfel clasa 
tuturor claselor asemănătoare. Această definiție vrea deci 
să spună: să luăm o clasă oarecare şi să repetăm în mod 
nedefinit imaginea sa abstractă (numărul său) și vom for- 
ma o nouă clasă, clasa tuturor claselor asemănătoare! 
Dar o clasă, chiar repetată la infinit, nu poate defini nici o 
altă clasă, după cum am văzut, şi definiția pe care încearcă 
să o formeze o astfel de clasă, este o definiție dem per 1dem. 
Formulele D, și  D, au arătat că asemenea definiții sînt 
false definiții. 

Acest lucru reiese direct, dacă scriem definiția logis- 
tică a numărului cardinal. Să notăm, ca în Principia 
Mathematica, cu Nea, numărul cardinal al clasei «, adică, 
în termeni logistici, Nea este clasa claselor asemănătoare ; 


—- 
să notăm relația de similitudine cu Sm şi Smea va însemna, 


197? 


în acest caz, clasa „tuturor acelora care au relația de 
similitudine cu «”. În acest caz, definiția numărului car- 
dinal este : 


Neg — Dif Sm<a 


„Numărul cardinal al clasei « este clasa tuturor clase- 
lor care au relația de similitudine cu «”. Dar, după cum 
însuşi Russell afirmă, „toate clasele care au relația de si- 
militudine cu a nu sînt definite prin nimic altceva decît 
prin faptul că sînt asemănătoare cu o“; deci termenul 
defimens este format aici de o clasă a şi de relația Sm 
pe care ea o are cu imaginea sa numerică, întrucît nici o 
altă clasă nu e definită. Dar orice clasă are relația Sm 
cu ea însăşi, prin definiția clasei. Deci nu avem aici decît 
o clasă, care trebuie să fie dată prin definiția sa, şi re- 
lația Sm care rezultă pentru orice clasă, din definiția ge- 
nerală a noțiunii de clasă. Deci, termenul definzens nu 
este un termen definisant după cum ştim, şi Nea nu este 
definit. 

Vedem deci mecanismul acestei definiții: se constru- 
ieşte imaginea abstractă (numărul) unei clase a şi apoi se 
dau clasele de similitudine ale acestei clase a numai prin 
imaginea abstractă a clasei « (numărul său), adică clasele 
de similitudine nu sînt date decît de imaginea abstractă 
a clasei. Este vorba, într-adevăr, de o definiție dem per 
2dem de specia a doua, aceea care se numeşte dralelă. 

Un al treilea şi ultim exemplu va fi faimoasa teoremă 
a lui Cantor: Puterea mulțimii (numărul cardinal) tuturor 
submultimilor unei mulțimi oarecare este superioară puterii 
(numărului cardinal) acestei multimi. Conform acestei te- 
oreme, nu va exista deci — după cum subliniază Fraenkel 
[3] — o mulțime (sau o clasă) absolut universală, deoarece 
mulțimea submulțimilor ar fi şi mai extensivă. Această 
teoremă i-a permis lui Cantor să definească mulțimile infi- 
nite din ce în ce mai extensive, adică din ce în ce mai 
puternice, care formează seria numerelor cardinale trans- 
finite, seria Aleph-ilor. 

Nu mai este nevoie să examinăm demonstrația acestei 
teoreme pentru a descoperi eroarea. Chiar definițiile care 
intră în enunţul acestei teoreme sînt vicioase. 
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O submulțime a unei mulțimi oarecare nu este definită, 
ca submulțime decît în funcție de mulțimea dată; submul- 
țimea T a mulțimii M nu are o definiție independentă de 
mulțimea M şi definiția sa presupune dinainte definiția lui 
M. Nu există submulțimi în sine, nu există decît mulțimi. 
În consecință, expresia prin care se distinge o relație între 
o mulțime și părțile ei nu este definisantă după cum am 
mai văzut, căci relația pe care o are o mulțime cu ea în- 
săși, ca rezultat al propriei sale definiții, nu este defini- 
santă. Acest lucru este evident prin faptul că printre sub- 
mulțimile unei mulțimi M se găsește însăşi mulțimea M; 
cu alte cuvinte, natura logică a raportului submulțimilor 
unei mulțimi M cu mulțimea M este aceeași cu cea a ra- 
portului mulțimii M cu ea însăşi. 

Submulțimile unei mulțimi M nu sînt definite prin defini- 
ţia însăși a mulțimii M; ele nu derivă direct și analitic din 
această definiție. 

Fiind dată noțiunea de mulțime, în general, nu rezultă 
din această definiție că o mulțime are submulțimi, care 
ar fi determinate, în consecință, în fiecare caz, prin defi- 
niția însăşi a mulțimii date. Astfel deci, submulțimile 
unei mulțimi M, în calitate de submulțimi, sînt forma- 
te prin accident şi mulțimea tuturor submulțimilor mul- 
țimii M este definită prin accident, adică nu este definită 
de loc. 

O submulțime poate avea o definiție propriu-zisă, ca 
mulțime, dar ca submulțime nu este definită decît prin 
accident. Trebuie să observăm, și aici, că este îndreptățit 
să se formeze prin accident submulțimile mulțimii M; 
eroarea rezidă în faptul că vrem să definim o nouă mulțime 
cu aceste elemente (submulțimile lui M), definite prin acci- 
dent ca submulțimi ale lui M, şi atunci nu se mai definește . 
nimic. Practic chiar, colecția submulțimilor nu poate fi 
formată decît dacă ele sînt, toate, date, și aceasta presu- 
pune că numărul lor este finit (cap. VI, 4). 

Această concluzie apare şi mai clar, dacă folosim nota- 
ţii logistice. Se notează clasa subclaselor unei clase a« 
prin Cla (mulțimea puterilor din teoria mulțimilor) ; prin- 
tre subclasele lui « se găsesc clasa a însăși şi clasele vide. 
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Găsim în Principia Mathematica, sau în Abriss der Logistik 
a lui Carnap, definiția următoare: 


Clea = vs (BC o) (1) 


„Clasa tuturor sub-claselor lui a** este definită ca fiind 
„toate clasele care verifică funcția propozițională fCa 
(adică, care sînt incluse în clasa «). Dar clasa f nu este 
definită ca sub-clasă a lui « decît prin definiția lui «; deci 
6 presupune clasa « şi funcția fCanu este definisantă. 
Avem aici un exemplu de definiție 2dem per idem, de a doua 
speță, numită  dialelă: clasa Cl*« a tuturor subclaselor 
lui a este definită de clasă a și de clasele 6, definite ca sub- 
clase ale lui a de clasa «! 

Să presupunem, în general, că se formează o clasă G, 
luînd toate clasele f care au o relație R cu o clasă dată «. 

Avem, prin definiție: 


G=pf(PRa)j 


După cum am demonstrat, pentru ca expresia Ra să 
fie definisantă, trebuie ca f să nu fie niciodată identic cu 
&, ŞI nici ca definiția sa să presupună pe a. Acest lucru este 
enunțat de D,: 


-:G = nr B(BRq)-D-B = a 


Definiţia (1) nu este o definiție propriu-zisă, ci o identi- 
tate fiindcă f poate fi identic cu « ; ea exprimă același 
lucru, în două feluri deosebite: „dacă f este inclus în g, 
numim clasa f o sub-clasă a lui o”. 

Egalitatea precedentă nu stabileşte o proprietate a lui 
6, ci, pur şi simplu, ea dă un nume lui $, prin faptul că 
are relația de incluziune cu «. 

Avem deci o abreviere, adică numele de submulțime, 
dat lui $ este definit prin accident, după cum știm, și nu 
este o proprietate a lui $ care ar decurge pentru ea din faptul 
că are relația de incluziune cu a. În consecință, noțiunea 
de submulțime, fiind definită prin accident, nu are pute- 
rea logică de a defini o nouă clasă Clca, aceea a subclaselor 
lui a. Axioma lui Zermelo, „a mulțimii submulțimilor” 
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prin care el pune, în mod axiomatic, existența unei ase- 
menea mulțimi, este falsă pentru aceleași motive şi conse- 
cințele deduse cu ajutorul acestei axiome sînt iluzorii. 

Este deci evident că formarea, prin simplă definiție, 
a mulțimii tuturor submulțimilor unei mulțimi date este 
iluzorie, şi că, printr-o asemenea definiție, nu definim 
nimic. Teorema lui Cantor nu există și definițiile numerelor 
transfinite care formează seria Aleph-ilor sînt definiții 
prin accident, deci ele nu definesc, în realitate, nimic. 

Ne vom opri aici cu analiza consecințelor la care ne 
duce soluția paradoxelor logico-matematice. Importanța 
acestor consecințe va fi apreciată de cititorul nostru. 

În general, putem crede că s-au definit probleme cu 
totul iluzorii şi care nu sînt nicidecum definite. Soluția 
paradoxelor a constat, în fond, în reducerea paradoxelor 
la probleme inexistente, care nu se pun pentru că, pu- 
nîndu-le, -se anulează înseși definițiile care urmau să 
le servească drept fundament. Scoateţi-l pe mincinos din 
poziția sa relativă față de adevăr şi fals şi puneţi-l să fie 
mincinos în sine şi cu aceasta aţi anulat definiția sa: el 
nu mai are premisele minciunii. Scoateți clasa claselor: 
incompatibile din definiția accidentală care a creat-o și 
examinați- o în mod independent, ca pe o clasă bine defi- 
nită: ea încetează de a mai fi definită. Scoateți toate 
submulțimile care pot fi formate cu elementele unei mul- 
țimi a şi considerați-le ca formînd o nouă mulțime, indepen- 
dentă față de mulțimea «: mulțimea tuturor submulți- 
milor lui a nu este definită etc. 

S-ar părea, în acest fel, că cele mai mari greutăți în- 
tîmpinate de inteligența omenească nu sînt acelea ale pro- 
blemelor insolubile, ci acelea ale problemelor inexistente. 
Este acesta cazul tuturor marilor dificultăți? Wittgenstein 
([1] 4. 003) a afirmat, în general: 

„ȘI nu este de mirare că problemele [logice] cele mai pro- 
funde nu sînt, în veahtate, probleme”. 
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